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“本书反映了（令人赞叹的）俄国教学风格；阐释理论的起源，通常它通过 
某些特殊的 问题； 然后，对于所提出的问题谨慎展开精心制作的数学 理论； 最 
后，揭示问题的本质，并生成漂亮的结果。” 

——亚马逊网上书店评论 


“追随本书的思路，你可以看到作者对金融数学的满腔热情和深刻理解” 

——亚马逊网上书店评论 


本书原版自1998年出版以来，被认为是“随机金融数学方面最深刻的一本著 
作”。全书共分两卷，每一卷都包含四章。第一卷的副 题为： 事实•模型。第二卷的副 
题为： 理论。这两卷的内容既相互联系，又相对独立。读者可把本书看作一本“随机 
金融数学全书”。 

第二卷有关“理论”的四章是！ “随机金融模型中的套利理论”或“定价理 论”； 
先是“离散时间”，再是“连续时间”。“套利理论”主要指资产定价的第一和第二基 
本 定理： 市场无套利机会等价于存在 （ 局部）等价概率鞅测度，使得所有证券的折 
现价格过程为鞅 （ 第一定理），并且当市场完全时，这样的鞅测度是唯一的 （ 第二定 
理）。这些定理在近二、三十年的研究中已学近乎尽善尽美，无论对数学还是对金融 
的发展都有深远影响，但所涉及的数学工具也越来越艰深。作者高瞻远瞩，抓住要 
害，以他的统一观点来综述这方面从离散模型到连续 （ 半鞅）模型的各种最新成果及 
其证明，使人一目了然。“定价理论”是指通过投资策略进行风险对冲来对未定权益 
进行定价的理论。作者通过“ （ 对冲） 上价格”和“ （ 对冲）下价格”的概念给出了离 
散时间的对冲定价公式，并指出它们与等价概率鞅测度之间的联系。由此对经典的 
Black - Scholes 期权定价理论作出更加入木三分的数学分析。作者还详尽讨论与最 
优停止问题和 Stephan 问题相联系的美式期权定价理论。 

本书的阐述深入浅出，精致透彻，可供高等院校应用数学和金融工程专业的教 
师、学生以及广大金融工作者参考使用。 
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《俄罗斯数学教材选译》序 


从上世纪50年代初起，在当时全面学习苏联的大背景下，国内的高等学校大量 
采用了翻译过来的苏联数学教材.这些教材体系严密，论证严谨，有效地帮助了青年 
学子打好扎实的数学基础，培养了一大批优秀的数学人才.到了 60年代，国内开始 
编纂出版的大学数学教材逐步代替了原先采用的苏联教材，但还在很大程度上保留 
着苏联教材的影响，同时，一些苏联教材仍被广大教师和学生作为主要参考书或课外 
读物继续发挥着作用.客观地说，从解放初一直到文化大革命前夕，苏联数学教材在 
培养我国高级专门人才中发挥了重要的作用，起了不可忽略的影响，是功不可没的. 

改革开放以来，通过接触并引进在体系及风格上各有特色的欧美数学教材，大 
家眼界为之一新，并得到了很大的启发和教益.但在很长一段时间中，尽管苏联的数 
学教学也在进行积极的探索与改革，引进却基本中断，更没有及时地进行跟踪，能看 
懂俄文数学教材原著的人也越来越少，事实上已造成了很大的隔膜，不能不说是一 
个很大的缺憾. 

事情终于出现了一个转折的契机.今年初，在由中国数学会、中国工业与应用数 
学学会及国家自然科学基金委员会数学天元基金联合组织的迎春茶话会上，有数学 
家提出，莫斯科大学为庆祝成立250周年计划推出一批优秀教材，建议将其中的一 
些数学教材组织翻译出版.这一建议在会上得到广泛支持，并得到高等教育出版社 
的高度重视.会后高等教育出版社和数学天元基金一起邀请熟悉俄罗斯数学教材情 
况的专家座谈讨论,大家一致认为:在当前着力引进俄罗斯的数学教材，有助于扩大 
视野，开拓思路，对提高数学教学质量：促进数学教材改革均十分必要.《俄罗斯数 
学教材选译》系列正是在这样的情况下，经数学天元基金资助，由高等教育出版社组 
织出版的. 




《俄罗斯数学教材选译》序 


经过认真选题并精心翻译校订，本系列中所列人的教材，以莫斯科大学的教材为 
主，也包括俄罗斯其他一些著名大学的教材.有大学基础课程的教材，也有适合大学 
高年级学生及研究生使用的教学用书.有些教材虽曾翻译出版，但经多次修订重版， 
面目已有较大变化，至今仍广泛采用、深受欢迎，反射出俄罗斯在出版经典教材方面 
所作的不懈努力，对我们也是一个有益的借鉴.这一教材系列的出版，将中俄数学教 
学之间中断多年的链条重新连接起来，对推动我国数学课程设置和教学内容的改革， 
对提高数学素养、培养更多优秀的数学人才，可望发挥积极的作用,并起着深远的影 
响，无疑值得庆贺，特为之序. 


李大潜 
2005 年 10 月 





译者前言 


阿尔伯特 • 尼古拉也维奇 • 施利亚耶夫 (Ajit6epT HnKOJiaeBH^: IIInpaeB, 
Albert Nikolaevich Shiryaev , 1934 — ) 为俄罗斯概率论学派当前的领军人物. I 957 年 
毕业于莫斯科大学数学力 学系； 年获得副博士 学位; 1967年获得博士学位.1970 
年成为莫斯科大学教授.1997年当选为俄罗斯科学院通讯院士.曾经获得国内外许 
多重要奖项和欧洲科学院院士、纽约科学院院士等荣誉称号，以及荣任 Bernmilli 学 
会、 Bachelier 金融学会等国际学术团体的主席. 

施利亚耶夫的导师是20世纪最伟大的数学大师之一、概率论公理体系的提出 
者柯尔莫戈洛夫 （ A . H . KojiMoropoB, A . N . Kolmogorov, 1903 — 1987). 柯尔莫戈洛 
夫有许多杰出的学生，其中好几位像他一样荣获奖励终生成就的数学最高奖——沃 
尔夫奖.但像施利亚耶夫那样完全以概率论为专业研究方向、并且在概率统计的众 
多领域中都有卓越贡献的学生并不多.因此，我们不妨说，施利亚耶夫是以柯尔莫戈 
洛夫为代表的俄罗斯概率论学派的“嫡传正宗”.事实上，他不但在概率统计的各个 
领域发表了 150多篇研究论文，并且还出版了多部在国际上影响很大的教科书和专 
著.他的《概率》教程自1980年出版以来，已经再版多次，并且还有英文版和德文 
版. 2004年又扩展为两卷本，中文版已由高等教育出版社正式出版.他的主要专著有 
《统计序贯分析》(俄文版1969,英文版1978,并改名为《最优停止法则》)，《随机过 
程的统计》(与 R . Sh . Liptser 合著，1977,有英文版和波兰文版)，《鞅论》(与 R . Sh . 
Liptser 合著，1986,有英文版)，《随机过程的极限定理》(与法国数学家 J . Jacod 合 
著，英文版1987,俄文版1994,英文第二版 2003), 《临近性和统计不变原理》(与 P . 
Greenwood 合著， 1985), 《统计试验和决策》(与 V . Spokoiny 合著， 2000), 《最优停 
止和 Stephan 问题》(与 G _ Peskir 合著， 2004) 等. 



译者前言 


本书是施利亚耶夫关于随机金融数学的一本力作.正如作者在序言中所说，本书 


是为新加坡世界科技出版社 (World Scientific ) 主编《统计科学和应用概率论高级丛 
书》的 Ole E . Barndorff-Nielsen 教授在1995年初向他约稿的.因此，本书的英文版 
与俄文版几乎同时问世.可能是由于作者向世界科技出版社提供的仅仅是俄文手稿, 
最后使得两种版本的内容并不完全一致. 除了俄 文版的书名为《随机金融数学基础 

(OcHOBM CTOXaCTH^eCKOH ^HHaHCOBOH MaTeMaTHKH) 》，英文版的书名为《随机金 

融精华 (Essentials of Stochastic Finance ) 》以及英文版的译者在翻译时不完全拘泥于 
原来的表达以外，它们的不一致中，有些似乎是俄文版在编辑校订时的增删，有些似 
乎是英文版的编译者自行加入的补充.本书的翻译主要根据俄文版出版者少 A 3 MC 
所提供的俄文影印稿，但同时也参考了世界科技出版社的英文版.如果两者在内容 
上有出人时,我们干脆“兼收并 蓄”； 只要一种版本上有的，我们都译出收人.总体来 
说，英文版上有的、俄文版上没有的内容较多，尤其是有关背景资料.但俄文版上有 
的、英文版上没有的内容也有一些.对这些有差别的地方我们都加了 “译者注在 
翻译过程中，我们也发现了少量印刷错误.有的英文版已经更正，但多半英文版仍保 
持原样.我们对一些较重要的印刷错误更正也都加了 “译者注此外，我们还加了 
少量说明性和资料性的“译者注”.出于目前国内熟悉俄文的读者较少，而英文则比 
较普及，在我们中译本最后的术语对照索引中，我们只采用英中对照，而略去了俄中 
对照.对于西文人名，按照数学专业书籍的常规，通常不作音译，而用原人名的拉丁 
字母标出.这里我们完全遵照英文版的拉丁字母拼写，而不是如同原版那样用俄文拼 
写来表 7 K . 但是我们保留了四个例外，即对 Brown , Gauss , Poisson , Wiener 这四位学 
者的姓氏直接 译为: 布朗、高斯、泊松、维纳.这是因为这四个姓氏的音译已经普及， 
同时它们又经常变为形容词，而变为“布朗运动”、“高斯 分布” 等等.这样在行文时 
似乎比较自然. 

作为一位在前苏联环境下成长起来的数学家，施利亚耶夫不可能十分熟悉西方 
的金融 市场. 事实上，作者自己也曾经对人说过 ' 在他着手写作本书时，他对金融 
理论和实务几乎一无所知.对此，本书的每一位读者都一定会感到十分惊讶.本书 
中有关全球金融市场和金融学基本理论的叙述非常到位，很难想象这是一位对金融 
“几乎一无所知”的人的手笔.当然，“几乎一无所知”是施利亚耶夫自谦之词.其实 
他在当时与丹麦奥尔胡斯的数学研究中心和分析金融中心的关系十分密切.当他发 
现他的概率论专长在金融中有那样深刻广泛的应用时，他一定以极大的热情学习金 
融知识_或许我们可以说，本书中有关金融的许多背景材料正是一位带着深邃严谨 
的眼光的前苏联数学家看待金融业界的纪要.对于今天一上来就学萨缪尔森经济学 
的年青人来说，可能会感到这样的陈述有点唠叨.而对于译者这样的学生时代学过 
苏联版政治经 济学的 读者来说，却感到它相当贴切地为你补上了对欧美金融市场了 
解的不足.尤其是作者在使用某些术 语上的 “旧痕迹”，并不会使你感到突兀,反而 

①这是最近邀请施利亚耶夫到香港访问的香港中文大学教授周迅宇告诉译 者的. 



译者前言 


有点“似曾相识感' 一个典型的例子是“资本 （ Kaimraji)” 这个术语_在本书中，它 
专门指一个证券组合的价值.在英文文献中，对它适用的术语是“价值 （ value )”， “资 
金 （ fund )”， “财产 （ wealth)” 等等.但是没有人会用 capital (资本).英文版把它全改 
成了 value 或 fund . 而我们仍然把它译成“资本”.其实它并不会引起误解，但却是 
本书的某种“特色”.至于其他术语的翻译，我们尽量采用1993年全国自然科学名词 
审定委员会公布的《数学名词》中所刊载的名词，以及参考了一些已出版的专业书 
籍.但偶而也有一些我们自作主张的翻译.证券市场术语的翻译在国内还没有统一. 
例如， call 作为期权，在国内有“买人期权”、“买权”、“看涨期权”等多种翻译.在本 


书的俄文版中，对这样的术语常常会有音译和意译两种翻译.而其意译刚好是“买入 
期权”，于是我们当然也采用“买人期权”，而不用“看涨期权”等等.这或许也是俄 
文版给我们带来的某种便利. 


尽管作者可能原来对金融业界确实是“几乎一无所知”，但是从数学视角来看， 
世上大概谁也比不上作者对随机金融数学全部领域更为全面精通.这或许也说明了 
为什么从1990年代初起，作者全身心地投入了金融数学研究，并在俄罗斯带领出一 
支精锐的金融数学和精算数学的研究队伍.事实上，我们从上面列出的施利亚耶夫的 
专著中就可看到，虽然这些专著分属概率统计学科的许多相当不同的领域，却又几 
乎都是在随机金融数学中得到深刻应用的强有力的工具.这里不但是‘‘軟论”已经 
成为表达金融学核心的“资产定价基本定理”的基本语言，“随机过程的统计”、“统 
计试验和决策”是实证金融分析的基本手段，“随机过程的极限理论”是连续时间金 
融学的理论基础，“最优停止法则和 Stephan 问题”是美式期权定价的基本模型，即 
使是很专门的“临近性和统计不变原理”也被施利亚耶夫及其学生用来为原来不够 
严谨的 Ross 的 APT (套利定价理论）提供了更确切的理论描述.这使得作者在本书 
中叙述随机金融数学的理论时，比任何其他专著更为全面透彻、淋漓尽致. 


本书共分两卷 • 每一卷都包含 四章. 第一卷的副 题为： 事实，模型.第二卷的副 
题为： 理论.这两卷的内容既相互联系，又相对独立.事实上，读者完全可把本书当作 
一本“随机金融数学全书”来读 • 每一位读者都可只挑其中自己最感兴趣的部分来精 
读，而对其他部分暂时泛读,甚至不读. 

第一卷的第一章是有关国际金融市场以及金融理论和金融工程的“事实正如 
我们前面已经提到，这短短几十页可看作一位前苏联数学家对西方金融市场和金融 
理论、金融工程的理解.其中作者不但概述了金融市场的基本状况、金融学的基本 
概念以及 Markowitz 证券组合选择理论、资本资产定价模型 （ CAPM )、 Ross 的套利 
定价理论 （ APT )、 有效市场理论等等，甚至还简要地介绍了理论上关系不大、但观 
念上密切相关的保险业和精算理论，使读者对金融市场和金融理论有更广泛的了解. 
对于非金融专业的读者来说，这一章是非常难得的尽快进人金融领域的人门读物.而 
即使是对于熟悉金融市场和金融学的读者来说，也能从这一章中看到一位前苏联数 
学家独特的眼光.其中尤其值得注意的是作者对有效市场的定义是与众不同的.他 
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认为， 一 个带有限种基本证券的金融市场称为对某信息流有效，是指其中存在一种 
“折现”证券（通常它就是无风险证券，但并不限于此）和某“局部等价”（这一概念 
比“等价”要弱）概率测度，使得所有基本证券关于这一 “折现”证券的折现价格过 
程都关于这一概率测度成为鞅.这样的定义不但比经典的“随机游走假设”之类或 


三种有效市场形式的定义更一般，也比 Ross 提出的“有效市场就是无套利市场”说 
法在理论上更确切、更精细. 

第一卷的后三章都有关金融学的随机“模型”.第二章阐述离散模型.其中首先 
讨论金融资产价格的离散动态理论模型，并且开门见山地提出，在套利定价的框架 
中， Doob 分解、局部鞅、鞅变换等概念在价格模型的讨论中起本质 作用; 接着讨论 
具体的价格演变的统计模型，除了介绍已经广泛流传的移动平均模型、自回归模型 
及其各种组合的线性模型以外，作者还相当详尽地介绍近20年发展起来的 ARCH 
和 GARCH 类模型（如所周知，其主要倡导者 R . F . Engle 因此荣获2003年诺贝尔 
经济学奖）以及随机波动率模型等非线性模型.尤其是作者对它们在很大程度上都 
统一在高斯模型和条件高斯模型的观点上来进行分析.此外作者还以相当大的篇幅 
来介绍混沌模型在金融资产价格模型中的应用.由此也可看到作者的学术视野几乎 
无所不包，他完全不把自己的立足点局限于他所精通的概率统计领域.第三章阐述 
连续模型.在这一章中我们同样可发现它所包含的内容远超过一般的金融数学教材 
和 专著. 通常的基于布朗运动的随机分析以及由此派生的各种用扩散过程来描述的 
模型自然必不可少.但作者把它放在第三、四节中来介绍，其中也包括一些对常用的 
利率期限结构模型的叙述.而它的更深刻的推广、目前多半还只在研究文献中讨论 
的半鞅模型则在第五节中作很精辟的介绍.本章的第一节却是相当详细地介绍了稳 
定分布和稳定过程、 Levy 过程、双曲分布和双曲过程（它们正是 Barndorff-Nielsen 
于 I 977 年所提出的)，以至更一般的无限可分分布等重要工具,而第二节则介绍了在 
金融数学应用中独树一帜的分形布朗运动.这一切都可能使得原来只熟悉用通常的 
布朗运动来为金融市场价格建模的读者大开眼界.它们不但使读者在为金融市场实 
际建模时可使用的工具大大增加，并且在观点上也更上一层楼.例如，由此可以了 
解， 在连续时间金融学中作为起点模型的几何布朗运动，只是 Levy 过程以至一般的 
稳定过程、双曲过程等等的特例，而这些更一般的过程及其分布则可能用来描述金 
融市场中的“厚尾”之类的“异常”现象 • 通常的布朗运动也仅仅是一般的分形布朗 
运动的 特例. 后者不但同样可用来描述某些“异常”现象，还是一个很难变成鞅的 
过程，从而由它就能形成有套利机会的无效金融市场模型的例子.第四章则又讨论 
金融数据的统计分析.作者介绍了各种常用的金融统计 方法： 金融数据的搜集和分 
析，汇率、指数、“标记”等金融指标的统计分析，一维分布的“正态异常 指标” （“峰 
度”、“厚尾”等等）的刻画，有关波动率的各种分析，还有起源于分形几何和混沌研 
究的尺/<5-分析等等.这里不但罗列了所有常用的金融数据分析的方法，并且还都有 
作者独特的 见解. 例如，关于波动率分析，作者是这样开始的：“在金融数学中，没有 
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一 个概念像波动率概念那样引起众说纷纭，争论不休，真令人遗憾 . ”这一语就足以 
为许多读者拨开文献中的迷雾. 

第二卷有关“理论”的四章的标题都很 明确： “随机金融模型中的套利理论”或 
“定价理 论”； 先是“离散时间”，再是“连续时间”.所有的讨论都是在所谓 ( B , S )- 
市场的模型框架中讨论的.这里的 ( B , S ) 并非 Black - Scholes , 而是 Bank account 
(银行账户) -Stock (股票).作者没有用常用的“证券市场”这一术语，似乎既要造成 
Black-Scholes 的错觉，又要强调“锒行账户”作为无风险证券的作用， 

所谓“套利 理论' 就是指所谓资产定价的第一和第二基本 定理； 粗糙地说，即， 
市场无套利机会等价于存在等价概率鞅测度，使得所有证券的折现价格过程为鞅(第 
一定理)，并且当市场完全时，这样的鞅测度是唯一的（第二定理).这样的资产定价 
基本定理的雏形出现在1978年 Ross 的一篇论文中①.在那里，虽然其数学叙述还不 
够严谨，但作者已经正确地提出需要运用凸集分离定理.明确的资产定价基本定理 
是 1979年在 Harrison-Kreps [ 2 ； U ] 和 Harrison-Pliska [215] 中提出的，但对离散时间 
只能对有限状态的情形 证明； 对连续时间更是不知怎样严格陈述其条件.对于离散 
时间的严格的资产定价第一 "基本 定理的证明是1990年 Dalang - Morton-Willinger [92] 
提出的_其证明中用到相当艰深的“可测选择存在定理后来有不少改进的证明, 
但仍然都不太容易理解.对于连续时间半鞅模型的资产定价第一基本定理的严格叙 
述则是在 Delbaen 和 Schchermayer 的一系列研究中完成的（参见[97]-[101];也参见 
他们的新书： F . Delbaen and W . Sohachermayer , 2006, The Mathematics of Arbitrage , 
Series : Springer Finance , Springer ). 其中所应用的数学技巧更为细腻.要向一般读 
者介绍这样重要而又十分深奥的定理， Xt 于任何写作金融数学专著或教材的作者来 
说，都是莫大的挑战.大部分作者对此都不得不采取含糊带过的态度.而像本书作者 
那样原原本本地不回避任何一个难点（尽管有时也要省略一些证明）来进行透彻叙 
述的实在是绝无 仅有. 不但如此，作者更是高瞻远瞩，抓住要害，以他的统一观点来 
概述这方面的各种最新 成果. 对于离散时间情形，他指出文献中曾经出现过的各种 
“无套利机会”的定义以及各种鞅测度的存在条件实际上都是等价的（第五章 §2 e 定 
理 A *); 对于连续时间情形，由于对于离散时间情形的简单推广已经不成立，他对文 
献中所出现的对各种半鞅模型的各种“无套利机会”的修正定义以及各种鞅测度的 
修正存在条件，都作了细致的讨论，使最后结果一目了然（第七章 §2 b 定理 1-3 及其 
推论和反例) • 在第一基本定理的证明上，作者着眼于鞅测度的构造.通常的金融数 
学著作中，多半会叙述关于布朗运动情形的 Girsanov 概率测度变换定理，而在这里， 
我们更能读到 Girsanov 定理的离散版本和半鞅 版本； 同时，还能读到最早用于精算 
数学中的 Esscher 变换定理的各种 版本. 而在第二基本定理的证明上，作者强调的是 
局部鞅的表示定理.这种表示定理有明显的金融意义.由此作者也得到离散时间情 

① Ross , S . A ” 1978, A simple approach to the valuation of risky streams , Journal of Business , 51, 
453-475. 
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形下的非常一般的版本(第五章 §4 f 定理 B *); 然而，在连续时间情形下,虽然也能讨 
论局部鞅的各种表示，但简单的第二基本定理的推广已经变得很困难.作者对此也 
提出了一些值得探索的研究设想. 

所谓“定价理论”®是指通过投资策略进行风险对冲来对未定权益进行定价的 
理论.它其实是 Black - Scholes 期权定价理论原来的思想.作者通过“(对冲）上价格” 
和“(对冲）下价格”的概念给出了离散时间的对冲定价公式，并指岀了它们与等价 
概率鞅测度之间的联系.但对于连续时间情形，这里很难再对一般的半鞅模型来进行 
讨论. 作者对此只限于对经典的 Black - Scholes 模型得到一些经典结果. Black-Scholes 
原来的通过偏微分方程来求解的讨论对于严谨的数学家来说是不能完全令人满意的 
(为什么期权价格是光滑函数等等).作者指出，有了 “軟方法”，有关的问题都可迎刃 
而解.在有关“定价理论”的两章中，作者还详尽地讨论了美式期权的定价理论.这 
里当然就要涉及最优停止问题和 Stephan 问题的研究.此外，在这两章中还有有关 
各种特种期权和债券市场的定价问题讨论. 

由此可见，本书的内容极为丰富多彩,讨论极为全面彻底.正如亚马逊网上书店 
( http :// www . amazon . com ) 的 一 篇网 上书评 所说：“本书反映了（令人赞叹的）俄国教 
学 风格： 阐释理论的起源，通常它通过某些特殊的 问题; 然后，对于所提出的问题谨 
慎展开精心制作的数学 理论； 最后，揭示问题的本质，并生成漂亮的结果“追随本 
书的思路,你可以看到作者对金融数学的满腔热情和深刻理解每一位对随机金融 
数学有兴趣的本书读者，即使只读了其中的一小部分，都会感到获益匪浅.当然，本 
书的篇幅较大，对概率论、随机过程等方面的数学预备知识要求较高.这可能会对阅 
读本书带来一定的困难.但是本书的上述叙述风格使人不得不叹服作者的思绪周密 
清晰而引人入胜.一些很艰深的内容常常在充分的铺垫下，即使不追究那些参考文 
献的证明细节，也都变得相当容易理解.这使得每一个有兴趣的读者都会感到这是 
一本值得时时参考，反覆咀嚼的必备书.译者自从2000年起开始阅读本书的英文版 
以来，对此有过许多深切的感受. 


本书的翻译期间正是国家科技部973项目《金融风险控制中的定量分析与计 
算》（项目 编号： 2007 CB 814900) 的立项期间.现在这一项目已经立项.而本书译者 
作为该项目及其子项目《金融创新产品的设计和定价》（课题 编号： 2007 CB 814902) 
的成员，也已获得该项目的资助.我们项目组的同仁们都感到本书的翻译出版将对 
本项目开展研究有很大的促进.因此,本书的翻译出版应该作为该项目的一项成果. 
译者在此特别声明这点，并对项目资助表示感谢.当然，由于本书的涉及面非常广, 
而译者的学识又相当有限,尤其是金融学和概率论都并非译者原来的“科班，，专业， 
这使得译者在翻译本书时常有捉襟见肘之感.再加上多年来很少用俄文，而本书作者 


①俄文原文为 “TeopHfl pacqeTOB ”， 它的本意为“计算理论”，其中并没有明确的 “pricing (定 
价)”的 含义. 但这里我们还是采用了英文版的翻译 (theory of pricing ) ,把它译成“定价理论”. 
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又惯用带一些说明语括号的复杂俄文长句子， 一 时里曾使译者不知怎样把它表达为 
易读的中文 ' 译文的不当之处在所难免，敬请本书的读者和有关领域的专家批评 
指正， 


史树中 
2007年9月 

于北京大学光华管理学院 


® 译者后来才慢慢适应作者的这种表达风格.为接近作者的这种表达方式，译者也用类似 的带说 
明语括号的中文来翻译.这种长句的特点在于,如果不计那些括号，它已经是一个完整的 句子; 而 
把括号去掉,它就变成一个表达得更清楚、但读起来会感到拗口的很长的句子. 






第一卷的材料由四章 组成： 

I 

第一章基本概念、结构和工具.金融理论和金融工程的目标和任务 
第二章随机模型.离散时间 
第三章随机模型.连续时间 
第四章金融数据的统计分析 

它们有关金融统计、金融经济学、金融数学、金融工程等等的“事实，，和“模 型”. 

在第一章中叙述了关于金融市场及其功能的种种事实.同时也叙述了经典的和 
新经典的金融理论的一系列基本 原理; 这些理论的结果有助于理解“合理，’建立的随 
机金融市场的结构，以及理解在这样的市场中投资者、交易者等等必定有怎样的“合 
理”行为.整体来说，这章带有描述性特征，用来作为金融数学和金融工程的引论. 

在第四章中介绍了描述金融价格、指数、汇率等等演变的时间序列的概率分布 
的统计分析结果.它们所表现的性质（“收益”量的概率分布密度的“偏离高斯 性”， 
“峰度’’和“厚尾”，价格性态中的“长记忆”和“高频”特征等等）有助于构造适当的 
金融指标的动态 模型； 这种模型对于研究这些指标的未来运动的预测问题来说，特 
别重要. 

第二章和第三章包含大量有关各种概率分布模型以及随机序列和随机过程模型 
的材料，其中有许多已成功地运用于金融理论和金融工程中。 

讲述“理论”的第二卷的材料也由四章组成： 


第五章随机金融模型中的套利理论.离散时间 
第六章随机金融模型中的定价理论.离散时间 
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第七章随机金融模型中的套利理论.连续时间 
第八章随机金融模型中的定价理论.连续时间 

所有这些叙述都基于套利概念，它有助于在各种金融市场模型中首先分离出那 
些基于无套利机会而“正确”建立起来的模型. 

第五章的关键结果是“金融资产定价理论的第一基本定理，，，它（在某种附加条 
件下）断言，无套利市场就是存在所谓风险中性（或者鞅）测度的市场，对于这样的 
测度,价格形成鞅. 

所谓完全市场是指其中可以构建这样的证券组合，使得它的资本复制了（在未 
来的某个确定时刻的）偿付 索求; 这样的市场联系着“第二基本定 理”. 

与该定理相对应的是无套利完全市场成立当且仅当只存在唯一的鞅测度. 

•在“第二基本定理”的推广版本中，也描述了在金融市场的完全无套利模型中 
的价格结构. 

第六章阐述离散时间的随机余融模型中的基于第一和第二基本定理的定价 理论. 
这里最基本的是作为证券组合的动态控制方法的对冲概念.对于对冲价格（价值）所 
引出的公式以及在完全和非完全市场上所叙述的求出最优对冲策略的方法，都被应 
用于欧式和美式期权的定价. • 

第七章和第八章有关连续时间情形.其中叙述了通过引进半鞅和随机测度来描 
述的随机金融模型中的套利理论，并且导出第一和第二基本定理的各种类似版本.这 
里应该强调， Xf 应的叙述（第七章）比离散时间情形（第五章)更为复杂，并且依赖于 
随机分析的许多十分深刻的结果. 

最后一章（第八章） 讲述 套利理论应用于连续时间金融模型中的定价.这里的注 
意力主要集中在对各种期权的定价. 

本章的讲述从对于 Bachelier 线性模型中的标准（买入）欧式期权的合理价值 

的 “Bachelier 公式，， 开始，它是著名的“孤公式”的原型，对此也给出某些 

推断.关于美式期权定价的大部分材料将在股票的扩散模型和债券的扩散模型中 
推出. 

作为结束，请读者注意，目录已经对叙述的材料给出足够完备的表达.还要注意， 
第二卷中的页码延续了第一卷中的页码. 

A . 施利亚耶夫 （ A . IIInpaeB ) 

俄罗斯科学院斯捷克洛夫 （ B . A . CTeKJioB ) 数学研究所 
莫斯科国立罗蒙诺索夫 （ M . B . JIomohocob ) 大学 

1995—1997 于莫斯科 
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.( S , 50 -市场上的证券组合 


1. (私的-市场上的证券组合 

晒 

♦ 

§ la . 满足平衡条件的策略 

1. 我们假定,我们感兴趣的证券市场在“不确定性”条件下运营;这种“不确定 
性”可通过引人 渗透概率空间 


来进行概率统计描述. a - 代数流 F = (^ n ) n >0 解释为在时刻 n (包括 n ) (所有市场 
参与者）所接受的“信息流” A , n > 0. 

我们所考察的（从$-市场（按定义）由下列 d +1 种资产 组成： 


以及 


银行账户（“无风险”资产 ） B . 
股票（“风险”资产 ） 5 = 0 S 1 ， …，炉). 


假定，银行账户的动态变化由下列正随机序列来 描述: 


B = (-Sn)n^Oj 

其中对于每个 n 彡1，量凡为 鳥 - r 可测. 

第 i 种风险资产妒同样由下列正随机序列来 描述： 

义 = (允) 吣0， 

但其中对于每个 n 彡1，量圮为 久- 可测. 

由这些定义可见,银行账户与股票之间有原则区别. 

B n 的多-可测性意味着，银行账户在时刻 n 的值已经在时刻 n -1 (根据所 
得到的全部信息）变为已知.在这一意义下 ，值私 ^是可料的. 

股票价格则完全是另一种 局面: 量忠的多 n - 可测性意味着，其值仅在得到时刻 
n 的所有“信息 ^ 时才变为已知. 

这一区别说明为什么银行账户称为“无风险”资产，而股票称为“ 风险” 资产. 


令 

AB n 

r n — R ’ 

p i — △和 

rn ~ gi , 

⑴ 

则可记 

AB n = 

: ^n^n—ly 

( 2 ) 


△圮 = 

: fH, 

⑻ 


其中（利率 ） 〜为-可测，而为多„-可测. 
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这样一来，对于 n 彡1， 

B n = B 0 (1 + rjt ) ⑷ 

以及 

^h = ^o II (!+ Pfc )- (5) 

根据第二章 § la 中所采用的术语，表示式⑷和⑻称为“简单收益 (simple 
return )” 型表示式. 

2. 我们设想，在（尽5>市场上运作的投资者有可能 

a ) 在银行账户中存款和借款; 

b ) 买卖股票. 

这时，我们将假定，没有与资金从一种资产转向另一种资产转移相联系的交易 
费用，而资产在下列意义下是“无限可分 的”： 可以买卖股票的任何份额以及在银行 
账户中存借任何款项. 

我们将给出一系列有关投资者在这样的（尽 S )- 市场上的财务状况和交易活动 
的定义. 

定义1.随机（可料）序列 

7T = (/? ， 7) 

称为投资者在（仏外市场上的证券组合，这里0 = (/?. H ) n ^ O ； 7 = ， 

7 nM ) n ^0, 其中 AM 和 7 n (^) 对于所有 n > 0和 f = 1，…， d 为多 n _ r •可测 

(^-1 = 多 0). 

、 

这里要注意某些要素. 

量和不仅可取正值和零值，并且也可取 负值; 根据 a ) 和 b )， 后者 
意味着对银行账户借款和股票卖空 （“short selling ”). 

Aw 可测性假定意味着，由投资者在时刻 n 的财务状况来确定的值 /3 n ( o ;) 和 
7 AM (“投资者在银行账户中的某个金额以及所占有的若干股票”）所依赖的不是时 
刻 n 所接受的信息，而是在时刻 n - 1所接受的信息（“ 明天” 的组合状况完全由“今 
天”所确定). 

时刻 n = 0扮演特殊的角色（并且正如在所有基于渗透概率空间概念上的随 
机过程理论中那样).这一 “特殊”角色在于在时刻 n = 0的可料性（根据形式记 
号，这应该是-可测性)，被认为是与多 0- 可测性相重合.（在上述定义中作出约 
定“多 — =巧”从对于所有时刻 n ^ O 的统一叙述的视角来看是适宜的 .） 

为强调证券组合随时间的演变，术语“组合”经常被取代为说成是（投资者的） 
“策略”.“组合”这一术语我们也将继续保留. 
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1. ( S , 的- 市场上的证券组合 

在上面我们总假定 n ^ O . 自然，如果把时间限于某个“时间视野 汊”， 所有定义 
仍然有效.在这一情形下，取代 “n > 0” 应该假定 “0 < n < iV ”. 

定义 2. 证券投资组合 tt 的资本 是指随机序列 


其中 

d 

XZ = p n B n + Y,< S l ⑹ 

i=l 

为简化今后的叙述，我们将经常使用“无 坐标” 记法，对于向量 7 n = M ， …，7巧) 
和^ =(兒，…，纪)，记纯量积 

d 

{ ln , S n )^ Y,< S n 

i=l 

为 7 n ^ n - (如果 d = l , 那么自然直接记 7 A 和圮为 7 n 和& .) 

这样，设 

= PnB n 4- 7n5 n . ⑺ 

对于两个序列 a = ( a n ) n ^ o 和& = (6 n ) n ^ o , 有 

△(an&n) = ~f~ ^n—l^^n* (8) 

把这个公式（“离散微分法”）用于 （7) 的右端,我们求得 

= [ Pn ^ B n + Jn ^ Sn ] + [ B n - iA^ n + Sn ^ iAjn ]. (9) 


这个公式表明，资本的变化一般地说来自两个量的 变化： 银行账户、股票价格的 
变化 （ g 卩 ^ n AB n + ln AS n ) 和组合本身组成上的变化（即 凡 + 但 

是，自然认为资本的实际变化只要考虑变化量和 A 5 n ) 而不必考虑变化量 △/?„ 
和 A 7 n . (对于第二种可能性，可以形象地说，“把钱从一个口袋放到另一个口袋，，不 
会获得资本的实际增长 

这样一来，我们产生这样的结论：持有证券组合 tt 的实际“收益”，实际“ 获利” 
用下列从零岀发的序列来 描述： 


= ( Gl ) n ^ G 卜0， 

n 

^ + %△乂) _ ( io ) 

fc=l 

尤其是,在时刻 n 的“实际”资本是 



= X ^ GZ , 


( 11 ) 
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由此自然给出下列定义. 

定义 3 _证券组合 7 T 称为自融 资的， 是指对应的资本 X 711 = ( X ^) n ^ Q 可表示为 
下列形式： 

71 

X n =x o + 7fcA5 fc ), n 彡 1. (12) 


由上面引人的公式可明显看出，这里的自融资等价于对组合 7 T 有下列“约束’’ 
要求： 

+ S n - i^ n =0, n > 1. (13) 

这一条件的直观含义非常 清楚： 由银 行账户 构成变化所引起的资本变化 ( B n ^ A ^ n ) 
只能通过股票“包”构成中的变化来实现，反过来也一样. 

自融资策略 7 T 类以后将记为(来自 “ self - financing ” （自融资 )). 

还要注意到，由上面的分析可得 

⑹ + (13) M ⑹ + (12). 


3. 非常清楚，在运作证券组合 7 T 时，总希望减少组合中的资产个数,或者至少 
简化它的结构.意味深长（而又经常应用）的途径在于，“如果先验有> 0, n ^ 1, 
那么可立刻 假定私 ^三 1.” 这点由下列注记导出. 

除了 （ S ，*5) -市场以外，我们考察新市场 (B,S )： 


B = (-Sn)n^Oj B n 


以及 




S n 


S n 

B n 


Xt 应组合 TT = (A 7) 的资本戈 7 r = ( X -) n>0 显然为 


^ = PnB n + 7 n 5 n = /?n + J n S n 


瓦 (/3 n B n + ln S n )= 心 


(14) 


这时，在（尽 斗 市场上的组合 7 T 的自融资性也在 (B,S) 上保持，因为 ,( 参见 (13)) 


^n—l^Pn H" 5>i— 


B n 


l 


(B n -iA^ n + 5 n _iA7 n ) = 0- 


(15) 


由于△瓦三0,故对于 7 T e 5 F ， 对应（ I 2 )，有 


= ^0 + y ^ 7fc ^ fc , 

k=l 


( 16 ) 


或者以展开形式表示为 


(17) 


^o+E 


1 






这样一来，由 （14) 和 （16) 我们求得，对于 7 T e SF 的规范化的资本 


X 


B 


B n 


满足下列关系式 


71^0 


△ ㈤ 一⑵， ⑽ 

尽管这一关系式很简单，它在下面的依赖于“无套利机会”概念的许多计算中起着 
关键作用. 

由已证明的结果得到， 


(6) + (12) ⑹ + (18). 

直接验证也可指出这里相反的蕴涵关系也成立.尤其是，下列既在构造自融资策略 
时、也在验证某些策略自融资时有益的关系式 成立： 


(6) + (13) ^ (6) 4- (12) (6) + (18). 


还要注意,关系式 （18) 在一定意义下比起下列由 （12) 导出的关系式来，逻辑上 
更符合金融 视角： 


A ( X ^) = /3 n AB n + 7 nA 5 n . (19) ' 

原因在于， 在比较 资产价格时，有较大意义的不是它们的绝对值，而是它们的相对值 
(关于这一点，已经在第一章 §2 a 的第4点中说到).正是出于这一点，我们考察规范 

量5 = |(三 1) 和沒=(|)，来取代 B 和 

选择银行账户作为规范（又称 折现） 资产是某种约定,当然，取代 B 也可选取例 
如资产 S \ S d 中的任何一种或者它们的组合作为规范资产.但是由于银行账户 
是“可料”资=，这样做在数学分析中带来一定的简化.例如，由“可料性”导出，条件 

分布 Law 由条件分布 Law ( X - | ^_!)来确定，因为在“条件 ^ n _^ 

下， B n 的值变^已知.同时，在经济中，银行账户起着“零计量点”、“标准”、“ 均值” 

等作用，与它相比的值自然就是其他证券的价值根据银行账户的变化进行‘‘平均”的 
价值. 

4. 上面叙述的（尽 *5)- 市场上的资本 X ”的演变的情形是“无资本流入流 出”、 

“无交易费用”的情形.当然,我们也可设想别的模式，其中资本的变化 AX - 并不对 
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应公式（19)，而是更复杂的方式，例如，考虑“股票分红”、“ 消费” 支出、“交易 费用” 
等等.我们考察某些这样的情形. 

“带分红”的情形.设 D = (乃 n ) n 如是 d 维序列凡= ( 风，…，如)，其中巩 
为急-可测，饵= 0,以及私 E ADI ^ 0. 我们将把把解释为股票圮支付的总分 
红.那么自然认为，资本= ( XZ ) n ^ O 的考虑分红的变化由下列公式来 确定： 

= (3 n AB n + j n ( AS n + AD n )， (20) 

而由银行账户和股票的进项组成的资本本身在考虑到分红时将有下列 形式： 

♦ 

= l^nB n + 7n(^n + ADn )， （ 21) 

由（ 2 0)和（ 2 1)不难导出，自融资性条件 （13) 的类似在这里取下列 形式： 


*^n—1^0Vi — ^n—l^n — 1=0. 


( 22 ) 


尤其是， 

(21)+ (22) w (21) + (20)， (23) 

以及 （18) 推广为下列 形式： 


A 




(24) 


“带消费和投资”的情形.我们将假定 C = ( C n ) n>0 和 J = ( ln ) n ^0 是非负不减 
(ACn > 0 3 AI n ^ 0) 过程， Co = 0, J 0 = 0,并且 C n 和4为 A -可测 . 

设资本= ( X ^) n >0 如下 演变： 


△X: = Pn^B n 4- ^y n AS n + AI n — AC n . (25) 

这一表示式说明为何所考察的情形称为“带消费和投资”的情形 ， C = ( C n ) n ^ 0 
称为“消费过程”， 而1 = ( I n ) n >0 称为“投资过程”. 〆 

显然，如果资本记为形式 = /^ n B n + ，那么 （25) 导出对组合 tt 成 
分的下列限制 （“ 约束 ”)： 


Bn-l^Pn Sn-iA^fn 

关系式 （18) 在这里推广为下列 形式： 


A 


B n 


7 nA 



A / n - AC n . 

(26) 

△(^n — Cn ) 

(27) 

Bn -! • 


联合这两种情形（“带分红”和“带消费和投资”)，我们得到，对于“容许，，组合 
7 T (即满足 △# = p n AB n + 7 n ( A 5 n + AD n ) + AI n - AC n 的组合）有 


A 



= 7n 



(28) 


.( B ， 幻-市场上的证券组合 
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(进行股票买卖）“带交易费用”的情形.上面考虑的关系式 （13) 有明显的预算 
平衡限制的财务意义,也就是说，如果 △> > 0,那么购买价值为 5 n _ i 的股票必定 
取自银行账户，使得总值等于 5 n _ iA 7 n . 如果 A 7 n < 0,那么银行账户获 
得 B n - iA / 3 n = — Sn - iA^n > 0. 

现在我们提出股票的每一次买卖都附带有一定的费用的局面.这时，如果购买 
价格为 5 n _! ( A 7 n > 0) 的股票，那么由于其价值 5 n _! A 7 n 带交易费用,在银行账户 
中取出的量并非是 5 n _ iA 7 rt , 而是较大的比如 ( l +^ Sn - iATn , 其中 A > 0. 

如果股票出售 ( A 7 n < 0), 那么出售它获得金额 Hi 进人银行账户的也 
不是这个数，而是较小的比如 —(1 — / i )5 n _ iA 7 n 5 其中 " > 0. 

由此很明显,在具有交易费用时，取代组合 7 T 的平衡关系式 （13) 的必定是满足 
下列约束 条件： 

B n -iA0 n + (1 + X)S n -iA^y n I(Aj n > 0 ) 

+ (1 - fj / ) S n - iA / y n I ( Aj n < 0) = 0， (29) 

它可改记为下列 形式： 

S n _ iA/? n + S ^ A-fn + A 5 n _ i ( A 7 n ) + +/ i 5 , n _ i ( A 7 n )~ = o , (30) 

其中 ( A7 n ) + = max (0, △)„)，（△?„)-= - min (0, A7 n ). 

如果 A = //，那么 （30) 取下列 形式： 


B n _iAf3 n + S n -i[Aj n + A|A7 n |] 


(31) 


为了得到对应关系式 （18) 的类似，我们察觉，考虑到 （30)， 


n—1 


B n 


丑 n ^ n —1 

丑 n + 

A /3 n + 7 nA ( 


卢 n —1 丑 n —1 ^ yn — l ^ n—l 


(I) 


B n - 


i 


S n 


■ J n—1 a 

+ ^ T A7n 


^n—l^Pn ^n—l^yn 


B n 


+ 7 nA 


1 



S n 



B n 


=("(△、)_ + A ( A 7n ) + ) +7 n A _ 

这样一来，当具有由参数 A , M 和平衡关系 （29) 来确定的交易费用时，规范资本 
{XI = t 3 n B n ^ ln S n ) 的演变由下列关系式来 描述： 


B n 


7nA 


(I) 


s n - 

B n - 


^[ A ( A 7 n )++ M ( A 7n )-]. 


(32) 
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如果 A = /i， 那么 


B n 


7nA 


⑵- 


A fej △诽 


(33) 


在有交易费用的问题中，还可给出若干等价于上面叙述的其他见解. 

我们将记瓦= 7n^n, B n = ( 3 n B n 为组合 7T 在时刻 n 的股票资本和银行账户 


资本. 


假定 


AiS^ = pS n —i 4- Ai^ n — 

= rB n —i — (1 + A)AL n + (1 — 


(34) 


其中是在时刻 n (由银行账户取出资金）对股票的累计转账，而（考虑到交易费 
用）在银行账户中扣除（较多的）金额为 （1 + X)L n . 类似还有，是出售股票的累 
计金额，它向银行账户转移（较少的）的金额为 (l-/i)AM n , 短缺的部分又是由交易 
费用所引起的. 

由 （34) 明显可知，对于总资本 M =瓦+瓦，策略 tt 和转账（1， M)，L = (L n ), 
M = (M n ), Lq = M 0 = 0,有 

△ 义二 = r ^n—i + pS n —\ — (AAL n + fiA.M n ) 

= r/3 n - 1 B n - 1 + pjn-iSn-1 - (XAL n 4- /iAM n ) 


0 n - i ^ B n + 7 n -iAiS n — (AAL n 4- /xAM n ). 


但 


= 0n-i&B n + 7 n _iA5 n + B n -iA^ n + S n -iAj n . 


从而，我们得到 


B n - iA^ n + Sn - iA^n + XAL n + /xAM, 


(35) 


这里令 


= *?n-l(A"yn) + ， AAf n = S n — i ( A / y n ) 


我们得到， （35) 等价于 (30). 

一般情形_所考察的所有四种情形可以归纳为一种，其中既有分红，又有消费、 
投资，还有交易费用. 


也就是说，利用上面引入的记号，我们将假定资本 


PnB n + J n ( S n + A£) n ) 


(36) 


如下演变: 


△义二 = /5 n A^ n + / y n (A(S n + AD n ) + A/ n 


- AC n — l[A(A7n)+ +"(A7n)—] 


(37) 
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由 （ 36 ) 和 （ 37 ) 得到，下列平衡关系式 满足: 


万+ ^ n — l^Tn 


— [ AC n — AI n + Sn - i ^ fn-i + fiS n - i ( Aj n )~ + A 5 n _ i ( A 7 n )" 1 "]? ( 38 ) 


它确定了组合 TT 的约束条件 


由于 


B n 


B n -iA/3 n + Sn-iAjn 


B n -\ 


Tn^n ^n—l^n—1 


B n 


B n 


+ 7 n ^ 


m 


故考虑到 ( 38 ), 我们求得,对于容许的组合 TT, 




A(/ n - C n ) 


B n 


S n - 

B n - 


^[ A ( A 7 n )+ + //( A 7n )-] 


( 39 ) 


如果 X ~ fi , 那么 




m 


△(In — Cn) 

B n -i 


A^n—i I A^l 
B n —i 


( 40 ) 


5 . 在假定序列 7 

I ? 


m 


关于原来的流 F = (^ n ) n ^ 0 和概率测度 P 为鞅 


n^l 


(更确切地说， I 维鞅）的条件下,我们转向公式 （ 18 ) 和 ( 27 ). 


根据（ 18 )， 


V 7 T 71 / Q 

仝丄“土 


B n Bq 


B k 


)， 


( 41 ) 


由此很明显，（由 7fc1 ) 的可料性）序列 


B n 


f ) 


n^O 


( 42 ) 


是鞅变换，也就是说（参见第二章 § lc ) 它是局部鞅. 
我们将认为，和执是常数.于是对于每个满足 


inf ^ C > -oo 

n -Dn 


Const 


( 43 ) 


的组合 7 T ， 我们求得，对于所有 n ^ l , 




k=l 


(44) 
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即，局部鞅 



n^l 


下有界,而由第二章 § lc 中的引理，它其实就是鞅. 

这样一来，如果组 f 7 T 的规范资本满足性质 （43) (为了紧凑，将记为 7 T e n C ), 

那么这一规范资本 ( 孕) 是鞅，特别是对于任何 n 彡0， 



(45) 


这一性质可如下评述. 

设在（5, S )- 市场上，序列! = (^j 是鞅.（按照第一章 §2 a 的术语，这样 


的市场称为“有效市场 ”.） 于是借助于策略 tt e n c ， 即^足对某个常数 C 的条件 
(43), 不能指望（在“有效”市场上）规范资本的均值变得大于规范初始资本 

Bo' 


同样正确的是，对于策略 ttGU c 来说，即对于某个 C 满足条件 


sup 


n 


B n 


^ C < oo (P-a.s.) 


(46) 


的策略来说，也不能使得等式 （45) 不成立. 

直观的解释在于，在“局部鞅”的情形下，等式 （45) 不成立，必定使得量^ 

取“过大的值”.这可能使得例如有无界的资本或者有机会获得无界的贷款的 -mm 
上不现实的”局面出现.然而，对于策略类和 n c 来说，这样的机会是不允许的. 
(与此相联系的也参见 [439] 中的第 VIII 章§1，第5点中的注 .） 

对于金融数学中的许多目标来说，有意思的问题在于，当把确定时刻 n 替换为 
Markov 时刻 t = t(o;) 时，性质 （ 45) 是否还保持.这个问题例如对于美式期权(参见 
第 六章） 很有意义，其中在策略概念自身中就已引人停时，它是由比如使期权提交执 
行的某个解的概念来刻画的时刻. 

可以立刻注意到，如果 Y = ( V n ^ n ) 是鞅随机序列，那么 

E | r n | < oo, 


而这意味着 


EY n = Er 0 . 


对于随机停时 T = t { uj ) < OO , 0； G 来说，性质 


EF r = EY 0 , 


(47) 
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一般地说，可能不满足（比较第三章 §3 a ， 其中考察布朗运动憾鲜 
界时刻，丁 ( cj ) ^ N < oo,uj en , 那么它就满足.关于各种充分条件将在本章的 §3 a 
中和在 [439] 的第 VII 章的§2中讨论，其中引人了一系列满足性质 （47) 的判别准则. 
(形象地说，这些判别准则都是说，为了满足 (47), 不能允许“过大的 T ” 和/或“过大 
的 | y T r .) 性质 （47) 不成立的例子以后在 §2 b 中引人. 

6. 上面在运作证券组合时，我们没有对^和％ …，％)的可能值进行 

任何限制，总认为 /3 n € R , 7 n ^ 

然而在实际实践中，可能加上形形色色的限制.例如，限制仏 > 0意味着，在时 
刻 n 不允许向银行借款.如果 7n ) 0,那么不允许“卖空” ( short - selling ), 即不允许 
在债务中有股票. 

如果在组合中附加条件 

"JnSn 

八 n 

其中《是某个常数，那么这意味着，对于总资本 m 中的“风险”资本成分（即 
InSn ) 必定不超过给定的量化 

对组合 7 T 的限制的另一些例子例如有条件型 限制： 

P(X^ e A) ^l~s 

(对于某些给定的 N , e >0 和集合冯或者 

P(^ > fN) = I 

(对于某个晃 V - 可测函数= f N ( u ;)). 

后一种情形将在下一节中联系“对冲”概念来详细考察. 

§ lb . “对冲”的概念.上价格和下价格.完全和不完全市场 

1. 我们将假定，在（5,习-市场中的金融活动限于时刻 n = 0， l ， …， iV . 

设 fN = fM 是某个（“专用”的）非负办-可测函数，其含义为“偿付索 
求”、“最终”支付等. 

■定义1•具有卢= ( M ， 7 = ( 7n ) (n = 0,1，… ， iV ) 的证券组合 tt = ( A 7 ) 称为 
上 （ x ,/ at )- 对冲（下（工，/於对冲)，是指 XS = x , x ^0 VXSLXp f N ( P - a . s .) (相应 
的是， < /# ( P - a . s .)). 

我们说，（工， 7 W )- 对冲 7 T 是完善的，是指 XS = x , x ^0 \>上及 X & = f N ( P _ a . s .). 

“对冲” ( hedge , 原意为“栅栏”）这一概念在金融数学和金融实践中扮演特别重 
要的角色，它是某种防范工具，用来在证券市场上力求确保资本以及达到对合约保 
险的最终目标. 
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下面引入的定义有助于今后陈述我们的行动，利用这样的行动可力求获得确保 
的资本. 

2•记 

H *( x , f N ] P ) = {7 T ： Xq = X , ^ / Ar ( P - a . s .)} 

为上 Or , /以-对冲类以及 

H *{ x t / j \ r ； P ) = {7 r : Xq = x , ^ 

为下 （ a ：,/ iv )- 对冲类. 

定义 2 .设“是偿付索求. 

量 • 

C *(/ n ； P )= inf {x ^ 0: H *( xJ n ; P )^0} 

称为（对冲偿付索求 yw 的） 上价格. 

量 

C * C / W ; P ) = sup{;c > 0: H ^( x , f N ; P ) ^ 0} 

称为（对冲偿付索求 / at 的） 下价格. ( 

_ 

注 1. 正如通常所做的那样，如果对于所有 X 彡0, H*(xJ n ;P) = 0 j 那么我们 
补 充定义 C *( jW ; P ) = oo . 集合 H ^0 J n ; P ) # 0 ( 取/3„三0, \三0就足以说明). 

如果对于所有 x ^ O , H *( x ， f N ; P ) 妾 0 ，那么 C * C / W ; P ) = oo . 

% 

注 2 . 在上面给出的定义中没有对证券组合提出“ 平衡” 限制或者其他限制.常 
见的这种限制之一例如有 “自融资性” 条件（参见上节中的 (13)). 自然，在具体讨论 
中，必须对“容许”策略 7 T 规定要求， 

注 3 .当然，也有可能（至少对于某些: r ) 类 丑 ％,/^ P ) 或 H 4 xJ n ; P ) 是空 

集.在这一情形下，有价值的是例如从下列均方偏差的视角下来比较不同组合的质 
量： 

E [抑 - yw ] 2 _ 

(参见后面第六章中的 § ld .) 

3. 我们讨论所 引入的“上价格”和“下价格”的丰富含义 . 

如果你出售（带偿付函数 / iV 的）合约，那么你希望高价出售.然而，你必定也会 
算计购买者的利益，他希望以较低的价格来购买 可靠的 合约.考虑到双方利益的对 
立，你作为出售者，必定一方面要为自己确定最 低可接 受出售价格，另一方面，你也 
将在满足合约的状况下（即在时刻 7 V 支付仏)，不能有套利机会，即无风险收益（或 
者如另一种说法，不能有免 费午餐 （free lunch )), 因为购买者一般来说没有任何理由 
同意这一点. 
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如果你是购买合约,那么你当然希望以低价购买，但是尽管如此，这一价格也不 
能使你有套利机会，即获得无风险收益，因为在出售者那里也没有任何理由会同意 
这 一 点. 

现在我们指出，上面引入的“上价格”和“下价格” C * 二 C *(/ tv ； P ) 和 C , = 
C # (/ iv ； P ) 具有这样的 性质： [0， C *) 和 ( C *, oo ) 是分别使购买者和出售者 有套利 机会 
的（最大）价格集合. 

设合约的价格为 : r > C ' 并且找到一个购买者要买它.于是出售者可用下列方 
式获得免费午餐. 

由所得到的金额 o : 中分出仏使得 C *< y < x , 并以这些钱购买证券，形成组合 
7 r *0/)， 对它来说资本 Xf { y ) = y , 而在时刻 AT ， X ;、、彡 f N . 这样的组合由的定 
义和 y > C * 显然存在.（用另一种说法，这一运作可解 释为： 出售者在时刻 n = 0根 
据组合 7 r *( y ) = mvK ( y ) h « N 对 (私斗市场的投资金额为％其中购买债券 
PI ( y ) 和股票它们特别是满足 mB 0 + ^( y)So = y .) 

在时刻#这一组合 7 r *( y ) 的占有者可得到的资本等于 XI 、、, 因而，这两种运 
作（出售合约和购买组合 ^{ y )) 的总“损益”等于 

( 怎 —/at) + ⑼ — y ) = (x — y ) ^ — f N ) ^ x — y > 0. 

这里 : r + ⑼是 （在时刻 n = 0 和 TV ) 两次运作中出售获得的量，而/尺+ 2/是他 

在时刻 n = N 必须支付的量以及在时刻 n = 0为获得组合 ir *( y ) 而必须的花费. 

这样, a ; - y 形成合约出售者的纯粹无风险（即套利）收益. 

现在我们转向合约购买者的套利机会. 

设购买者以价格购买了承诺向他支付 / at 的合约.为了得到免费午餐， 
购买者选取了某个满足 a : < y < C * 的 2/. 

根据 C * 的定义，可求得组合心(2/)，其（在时刻 n = 0的）初始价值为％而（在 
时刻 n = N ) 达到资本 X ^ {y) < f N . 对于这个购买者来说,他已经为了在时刻 TV 得 
到所承诺的（随机）金额 / iV 而支付了 而他可通过下列方式来获得套利. 

他在时刻 n = 0投资量（— 27 )，使得其对应的组合 7 f (— y ) = —7 T *(2/), 其中 7 T * ( y ) = 

这样一来， 


^(—y) = (~P*n(y), —j*n(y))o^n^N, 

而这就是说， (~ y ) 在债券和股票之间的分配是对应下列关系式来实 现的: 


~V — —P*o(y)Bo — 7*0 ( 2 /)^ 0 - 

组合 7 f (- y ) 在时刻 TV 给出资本 


xl { ~ y) = x ~^ iy) = 
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因而，所引人的两种运作（购买合约和投资 (- y )) 的总“损益”等于 

(In — 4 + (^n~ V) - (- 2 /)) = (In - Xj； {y) ) -h(y-x)^y~x>O t 

即，正如我们所看到，它是以价格 z < C * 购买合约的购买者的纯（套利）收益. 

在上述讨论中，引进了负的⑴投资量 (-2/). 这种运作有怎样的实际含义呢？ 

其实，类似于某种“卖空” (short selling ) 运作,我们已经例如在第一章 § lc 的第 
4点考察期权时遇到过这样的运作.同样适用于当前的投资 {-y) 的局面，这就意味 
着，在证券市场上你找到了一个“投机者”（比较第七章 § la )， 他同意向你支付仏以 
交换在时刻 n = N 向他必须支付量 Xg 气 后者（由于价格的随机特征）既可能大 
于 y , 也可能小于 2/. 

注. 所引人的讨论（不明显地）基于市场足够 流动的 假设，其含义在于市场上有 
足够多样的对价格的升降有不同的利益、视角和期待的投资者、交易者、投机者等 
的整个“谱族”.顺便指出，所有这些都说明，严格的数学讨论必须清晰地陈述对金 
融市场上可能运作的要求和限制.以后将在所运用的策略类中引 人容许 性条件（参 
见例如第七章中的 § la ); 这种条件是比如不准在市场上出现套利机会之类的限制的 
例子. 

这样一来，我们有两个价格区间， [0， C *) 和 （ C *， oo )， 它们都是导致套利机会的 
价格区间.然而，如果约定价格 z e [ C *， C *]， 那么这里无论对出售者，还是对购买者 
都没有套利机会. 

这一状况说明了为什么价格区间 [ C *, C *] 是 可接受 价格区间或双 方可接 受价格 
区间. 

我们再一次强调，选取双 方可接 受价格 x e [ C *， C *]， 使得无论是购买者，还是出 
售者，都没有无风险收益.双方中的任何一方都由于价格运动的随机特征，既可能赢， 
也可能输.盈利，尤其是高额盈利，应该看作是（比较第一章 § lc 的第2点）某种 

“风险补偿”. 

下图“概述” 了上述对于出售者和购买者的偏好价格和可接受 价格： 


合约购买者的价格偏好区间 合约出售者的价格偏好区间 



对购买者和出售者来说都可接受的价格范围 

图 51 对于购买者和出售者的偏好价格范围和可接受价格范围 (C* = C JjW; P) ， C* = C *( f N ； P )) 

4. 我们来较详细地讨论给定: r 和偿付索求存在 完善的 （:^，/於 对冲 7 T (即 
使得 XS = X 和 X& = f N (P-a.s.) 的策略）的情形. 

等式 X % = f N 意味着，对于对冲 7 T 来说,索求^可达，或者还可说成可复制. 


1. ( S ， 幻 •市场上的证券组合 * 399 . 


有许多理由希望每个偿付索求（对于某个: r ) 都是可达的.如果实际上正是这样， 
那么这时类 irh / wP ) 和 H ,( xj N ] p ) 重合，以至上下价格也 重合： 

c*(";p) = c*ow;p). 

换句话说，在这样的情形下，“可接受”价格 区间归 结为单一价格 

C ( f N ; P ) (= C *( f N ; P )= C 孤 • p ))， 

它是偿付索求 / w 的对于购买者和出售者来说都可接受的合理（公平）价格，因为偏 
离这一价格，正如上面所解释，必定会导致双方之一将有 无风险 收益！ 

这一特殊情形由其重要性赢得一个特殊术语. 

定义 3. ( S ， S )- 证券市场称为 AT - 完 善或者(关 于时刻 AT ) 完善， 是 指每个 办-可 
测（有限值）偿付索求仏可达，或可复制，即对于某个: c , 可求得完善的卜，仏)-对 
冲 7 T ， 即对于它来说， 

XU (P-a.s.). 

在相反情形下，市场称为 AT - 不完 善或者 （关于时刻 AT ) 不完善，不完全. 

一般来说，所规定的完善性条件是相当强的假定，其要求会对（尽 ❼-市 场的结 
构加上十分苛刻的限制.同时，在许多情形下，不需要对于所有办-可测函数心都 
存在完善对冲，而只需比如对有界函数或者满足可积性和可测性的某个条件的子类 
的函数,就已足够.（不过要参见 §4 f 中的定理 .） 

定义 4 . ( S ， S )- 证券市场称为 iV - 完 全或者（关于时刻 AT ) 完全， 是指每 个有界 
界 NT - 可测偿付索求可复制. 

关于市场是否完善或完全的问题的求解对于金融数学和金融工程来说意味深长， 
因为它为构造使资本#复制“偿付索求” 的组合 7 T , 建立了原则上的可能性（或 
不可能性).（在不可能精确复制 yw 的情形下，正如上面已经注意到，例如可提出求 
达到 inf E [ X ^ - f N ] 2 的组合的问题，其中 inf 对于所有“ 容许” 组合 tt 来取; 关于这 
方面参见后面第六章中的 § ld .) 

在对市 场结构 和市场所运作 的概率 空间没有任何补充假定的一般情形下，看来 
很难给出某种令人满意的回答.然而，对于所谓无套利市场（参见后面 §2 a 中的定 
义)，其“完全性”问题就能以所谓鞅测度的唯一性来获得完全彻底的解答(参见 §2 b 
中的定理 A 和 §4 a 中的定理 B ). 

在下一节中，我们考察构造极为简单的（尽的-市场的一步模型 （iV = ：[). 在这 

样的例子中，人们可清晰地寻求怎样以自然的方式在价格 C *(/^; P ) 和 C*(/w P ) 的 

计算中产生鞅（或者说，风险 中性） 测度，以及本质上基于这样的测度的运用而产生 
怎样的一 般定价原理. 
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§ lc . 在一步模型中的上价格和下价格 

1. 我们考察简单的市场的“一步模型”.这一市场有银行账户 B = ( B n ) 
和一种股票 5 = ( S n ), 其中 n = 0, 1. 假定，常数 So > 0, 5 0 > 0, 以及（参见 §la) 


= S 0 (l + r ), 

Si = 5 0 (1 + p ), 


⑴ 


其中利率 r 是常数 (r > 0) ，而利率 p 是随机变量 （p > -1). 

由于在这个模型中所有“随机性”都来自 p 的值,故只需对有 Borel 系涿⑻的 
数值直线 R = { p :\ p \< oo } 的概率分布 P = P ( dp ) 来进行运作就已足够. 

我们将假定，测度 P ( dp ) 的支集集中在区间 [ a ，6] 上，其中 -1 < a < & < oo .如 
果测度 P ( dp ) 集中在两个点{崎和 {&} 上，那么 （1) 就是在第二章 § le 中提到过的 
一步 CitR - 模型. 


2 •设/ = /(50是偿付索求函数，并且为了简化记号，记 C *( P ) = C *(/; P )， 
C *( P ) = C ,(/; P ). 由于执 > 0,故不妨碍一般性,可认为= 1. 

在所考察的一步模型中，组合 tt 由数对/3和 7 来确定，它们的值必须在时刻 
n = 0选定. 

根据在上节中给出的定义， 



e(P)= inf (/? + 75 0 )， 

(2) 

以及 

C*(P) = sup (/3 + 75 0 ), 

(^ 7 )e^(P) 

(3) 

其中 

^(P) = {(AT): 邱 i P-a.s.}, 

⑷ 

以及 




H ,( P ) = {{MY m + 7^1 ^ /(Sx), P-a.s.}. 

⑻ 

我们考察在 H *( P ) 中的限制 



/3(1 + r) + 75。(1 + p) > /(5"。(1 +/>)) (P-a.s.) 

⑹ 


并引人（初看起来相当人为） [ a , &] 上的分布类妒 ( P ) = { P = P ( dp )}, 它具有下列两 
个性质： 

P 〜 P 

(即测度 P 和 P 相互绝对 连续: P < P , P < P ) 以及 



⑺ 




.( B ， S )- 市场上的证券组合 
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我们将假定，这个类 ^( P ) ^ 0. (这点例如显然在⑶丑模型中成立，后者以后将在 
§ ld 中讨论以及在 §3 f 中详细讨论 .） 

现在我们注意到下列重要状况，它是金融数学中的许多计算的 基础： 

如果测度 P 〜 P ， 那么在不等式 （6) 中的条件 “ P - a . s .” 可取代为条件“戸 - a . s .’，. 

因此，如果（汍7) G 丑 *( P )， 那么 


/3(1 + r ) + 7 ^ 0(1 + P ) 彡 /(5 0 (1 H - p )) ( P - a . s .), 

以至对这个不等式的两端按测度 P e 少 ( P ) 求积，并考虑到（7)，我们求得 


⑻ 


/? + 7*^0 彡 E 


P 


/( go ( l + p )) 

1 + r 


⑼ 


由这一不等式显然可导出对于 C *( P ) 的下列 下估计 


c *( p ) = _^ P ) (好 ㈣ 
^ SUP E 〆 气 d 抑 )) 

Pe^(P) 1 + r 

用类似的方式我们得到对于 C ,( P ) 的上 估计： 


(=0 


(io) 


C *( P ) ^ _ inf E 

P 6^( P ) 


f ( S Q ( l - hp )) 


1 + 


(=X*). 


( 11 ) 


这样一来 


C*(P)<;r* 《 x* 《 C*(P )， 


( 12 ) 


它（在少 ( P ) / 0 的假定下）证明了不等式 C *( P ) < C *( P )， 由 C *( P ) 和 C *( P ) 的定 
义来看，它并非那么明显. 


我们转向性质（7)，先把它记为下列 形式: 




l + P 

1十 r 


(13) 


由（1)，它等价于 


Ea 




So _ 


(14) 


令爲= {0， R }， 岛= a ( p ), 我们看到 


Er 


5^ 



So 


即，关^ 1 测度 P ， 序列 ( 是鞅, 

\^ n / n =0 ,l 
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正是这一也在更一般的情形下成立的状况，说明为什么类 ^( P ) 中的测度 P 在 
金融数学中称为鞅测度. 

注意，这种测度的出现，在计算比如上下价格时，初看起来似乎带有人为方式， 
因为在原来的随机基底上已经有一个“原来的”概率测度，并且看来所有计算应该只 
基于这个测度.其实也确实如此，因为 


r /(^0(1 + P)) 


= Ep^(p) 


f ( So(l + p )) 

1 + r 


(15) 


其中 z ( p ) = ^是测度 P 关于测度 P 的 Radon - Nikodym 导数. 

然而，鞅测度的出现带来更深刻的特征，因为它以最直接的方式与所考察的 
( B , 外市场上的 无套利机会相 联系. 

这一问题将在下面的第2节（“无套利机会市场”）中详细讨论.现在则顺便指出, 
当不等式 （10) 和 （11) 得到保证时，实际 上等式 成立. 

3. 假定函数九 =,/(5 0 ( l + x )) 是在 [ a ,&] 上的（下）凸连续函数.（我们记 
得，每个闭集 [ a ，6] 上的凸函数在开集 ( a ,6) 上连续，可能有的间断只可能在区间的 
端点上 



过点 （ a ,/ a ) 和 (6, fb ) 引直线 y = y ( x ). 如果这条直线的方程为 

y ( x ) = fiSoO -^ x ) + 1 /, 

那么，显然， 

" = fb ~ fa (1 + b ) f a ~ (1 + a ) f b 

So(b — a )’ (b — a ) _ 

我们引入策略 7 T * = ( f ,7*)， 其中 


(16) 


(17) 






. (尽 S )- 市场上的证券组合 


由于 （1 + r ) fl * + 5 0 (1 4- p )7* — ^ + ^ S 0 (l + p ) 彡 f ( p ) 对于所有 p € [ a ，6] 成立， 


那么 7 T * €丑 *( P )， 而这就是说， 


C * (P) = (上， + 你〜 50 = IT 7 仰 5 。， 

现在对于鞅测度集合夕 ( p ) 作下列 假定： 


(19) 


( A *): 存在少 ( P ) 中的测度子列，记为 ( P n )^ i , 弱收敛于集中在 两个点 a 和& 
上的测度 P *. 

如果这个假定 （#) 满足，那么由等式 

r - ! + /> , 


Pn 1 + 


可得 


E P 


1十 P 

1 + r 


由此求得，概率 〆 = P *{6} 和 = P *{ a } 满足两个条件 

p * - j - q * ~ 1 


bp ^ + ag * = n 


因此 


b — r 
b — a 


( 20 ) 


同时，再由测度已弱收敛于测度 P * 的假定，并考虑到（19)，我们求得 


sup E HT ^^linxE ?nT ^- 


PG ^( P ) 


1 + r 


+ r 


E P 


fp 

1 + r 


^YTr^Ttr 


_ a h b-r f a 


6 — a 1 + r 6 — a 1 + r 


1 + r 


+ fiS 0 = (3 XS 0 


> inf (/? + 7 5 0 )=C % (P). 

(/3 )7 ) ei ?*( P ) 

把它与相反的不等式 （10) 联系在一起，我们得到 

e(P)= inf (^ + 7 5 o)= sup E li^o(l+p)) 

(^)€H*(P) kh u; ~ e / {p) p l+ r 


( 21 ) 


( 22 ) 


对以上所述进行分析，我们注意到，/、= /(5 0 (1 + p )) 作为 p € [ a ， M 的函数，连 
续性和凸性是相当标准的假定，并且因此不至于引起强烈反对. 
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上面作出的关于鞅测度有集中于两点 a 和&的极限分布的弱紧性假定⑷ ） 更 
为“沉重”.事实上，这并非是那么“可怕的” 假定； 如果先验假设在点 a 和6的邻 
域有非零 P- 质量， B 卩，对于每个 0 概率 ~P[ a ， a + e ] > 0 和> 0, 那 
$只要至少有一个这样的鞅测度 P 〜~P (即 P 具有下列 性质： 对于任何 e > 0, 有 
P [ a , a ^ e ]> 0 , P{b — e , &] > 0, 且 f pP ( dp ) = r ), 所要求的测度序列 {P n } 可借助于 
挤压 （ e 丄 0) 点 a 和6的邻域 [ a , a + <和 [6 — e ，6] 以及“浓缩”测度 P 的质量来构 
造，其中要求等价性？始终保持. 

在下 一 节中我们将考察 CRR ( Cox - Ross - Rubinstein ) 模型，其中原来的测度 P “座 
落”在 a 和6上，而测度 P * 的构造不会引起任何困难.（就其实质而言，我们已经在 
(20) 中构造了它 

我们以下列断言的形式来陈述所得到的关于 C * 的结果（也参见 [93]). 

定理 1. 设偿付索求函数 /( S 0 (l + /9)) 是 p 在 [ a ,6] 上的凸连续函数，且满足弱 
紧性条件 ( A *). 那么上价格 


C*(P) 


= sup 
P €^( P ) 


_ f ( So ( l - hp )) 

^ 1 + r 


这时， sup 在测度 P * 上达到，并且 

C *( P ) = fb + b 一丄 

6 — al+r 6 — al + r ’ 


其中 f P = f ( S 0 ( l ^ p )). 

4. 现在我们转向下价格 C + . 

根据⑶和（11)， 

C*(P) = sup (p + 7 5 0 ) < „ inf Ep-^, 

(/ 3 , 7 )€i?.(P) PG^(P) 1 


(23) 




其中 / P = /( S 0 (l + p )) 以及 [ a , b ]. 

如果函 数厶在 [ a ，6] 中下凸，那么对于点 r e ( a , 6) 可求得 A = A ( r ), 使得 


f ( S 0 ( l - hp )) ^ /(5 0 ( l + r )) + ( p - r ) A ( r ) 

对于每个 / ^卜&]成立,其中 

y ( r ) = /(5 0 (l + r )) + (p - r ) A ( r ) 

是由点二出发的“承托直线”，它使得心的图像在这条直线的上面. 
设 P e 夕 ( P ). 于是由 （26) 求得 

inf ^/( goCl +^^/^ og + r )) 

pg ^( p ) P 1 + 广 〆 1 +r • 


(26) 


(27) 






(5,50 -市场上的证券组合 


我们定义 




/(5o(l + r)) 


1 + 


K r ) 


7* 


Mr) 

So 


于是 （26) 可改写为下列形式：对于/? G [ a , 6], 

/(So(l + p )) ^ /3*(1 + r*) + 7**5 o (1 + p ), 

由此得到 tt * = Kg F *( P ). 

按照证明定理1的同样模式，假定下列条件 满足： 

( A .): 夕 ( P ) 中存在测度子序列 { P n } n>1 弱收敛于集中在一个点的测度 P # 


于是在函数 t 连续的假定下， 


U 


inf Eg 1 

PG^(P) 1 + 


巧呔 I 


fp 


+ 


E P , 


fp 


1 + P 


f ( S 0 (l + r )) 
1 + r 


^ sup (/3 + 5 o 7) = C *( P ), 

(/3,7)€^(P) 


它与 （26) —起证明了下列结果. 

定理 2 . 设函数 f p 连续，在 [ a , b ] 中下凸，且满足弱紧性条件（儿) . 那么下价格 


C *( P ) 


inf E5 
Pe ^( P ) 


f ( So ( l + p )) 

1 + r 


(28) 


这里 inf 在测度 P * 上达到，且 


C *( P ) 


Sr 


1 + 


(29) 


注.例如设 P { dp ) 


J 是 la ， b ] 上的均匀分布测度.在这一情形下，条件 0*) 

0 CL 


和 （ A 0 满足，因而上下价格由公式 （24) 和 （29) 来确定. 

5. 上面引入的上下价格的“概率”分析都假设，股票价格中的所有不确定性都 
服从这样的概率描述：假定 p 是概率分布为 P ( dp ) 的随机变量. 

但是 p 也可简单地看作某个在区间 [ a ，6] 中取值的“混沌”变量.在这一情形下， 
取代类丑 *( P ) 和瓦 ( P )， 自然引入类 


H * = {(/?，7) : /?(1 + r ) +7^ o(l +p) ^ /(5 0 (H-p)), Vp G [a, 6]} 


和 


H * = {(/?, 7) : /3( l + r )+75 0 ( l + p ) ^ f ( S Q ( l ^- p )), Wpe [ a , 6]}, 
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其中不等式满足的条件 “ P - a . S .” 取代为条件“对于所有 e [ a ,6] 5? . 显然，对于每个 
概率测度 P ， 

H* C ^(P), H^CH^P). 

我们察觉，甚至在没有原来的概率测度的情况下，也不妨碍引人（也是带有人为 
方式的假设）上的概率分布 P = P(dp), 满足性质（比较⑺） 



pP(dp) = r. 


这样的测度类歹显然非空，上面所考察的集中在两个点 a 和6上的测度 P * (参见 
(20)) 和集中在一个点 r 上的测度都属于这个类. 

类似于⑵和（3)，我们定义 


C * 


(上 •祕） （翊 


己 = sup {13 + jSo) (<C*(P)). 

由上面引人的讨论（参见（8)，⑼和（10))，我们求得，对于每个概率测度 P 


C * 


inf* (/9 + 7 沒 0 )彡 sup 



/(5o(l + p)) 


^ sup Ep 

P€ 少 (P) 


1 + r 

/(5o(l + p)) 

1 + r 


(30) 


C * 


sup (p + 75o) < inf^E 
(/?,7) eS * Pe 歹 






1 + r 

/(g 0 (i+p)) 
1 + r 


(31) 


现在我们察觉，由于类麥也包含上面引人的“两点”测度 P * 和“ 一点” 测度 
P % 故（比较 (21)) 


㉟ 


(32) 




(33) 







• ( B ， S )- 市场上的证券组合 
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在定理1的证明中所考察的策略 tt * 显然属于类异*，并且对于它（在 心为 [ a , &] 
上的下凸函数的假定下）有 

C* = inf^ (/? + 7^o) 彡 /?* + 7*^0= 

(/3^)eH* 1 + r l + r 


它与 （30) 和 （32) —起指出（比较 （23))， 


C * = sup E 

PG 少 


P 


/(私(1 +沟) 

1 + r 


(34) 


以至（比较 (24)) 


C * = 九 


+ r 


1 + r 


(35) 


其中心 = /( So ( l + W ). 

用类似的方式我们求得（比较（ 2 8)和 (29)), 


C * = inf E 

s 

Pe^ 


/(-So(l + p)) 


p 1 + r 


(36) 


以至 


d * 


fr 


1 + r 


(37) 


这样，下列定理 得证： 

定理 3 .在 （1) 中 P e 为 “ 混沌”变量的情形下，对 f 每个下凸函数/ = 
f ( So ( l -^ p )), pe [ a , 6], 上价格 £* 和下 价格乙 分别由公式 （ 34 )，（邪） 和 （36)， （37) 
来确定. 

注. 比较定理1，2, 3的结果指出，如果原来的概率测度 P 在点 a ， r 和6的邻域 
足够“模糊”，那么鞅测度类夕 ( P ) 也与类歹一样“丰富”，并且在不等式匕< C ,( P ) 
和 C *( P ) < &中，等号成立. - 

§ ld . —个完全市场的 例子： 模型 

1. 我们再来考察（尽外市场的“一步”模型，令 


B \ = - B 0 (l + r )， 

Si = 5 0 (1 + /?)， 

其中 p 是只取两个值 a 和 6 的随机变量，且满足 


⑴ 


— l < a < r < b . (2) 

这个简单的 （ S ， S )- 市场称为一步 “ C 7^ 模型”，因为 Cox , Ross 和 Rubinstein 

在 [82] 中首先考察它. 
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我们假定,随机变量 P 原来的分布 P 满足 

p = P {6} > 0, q = 


P { a } > 0. 


于是等价于测度 P 并满足上节性质 （7) 的唯一的（鞅）测度是如下的测度 P * 


P*{b}=-P\ P^{a} = q\ 


其中（参见 § lc 中的 (20)) 


⑶ 


并且（参见 § lc 中的 （11) 和 (12)) 


C*(P)^E P ， I ^ ： ^C*(P). 


⑷ 


实际上，在所考察的情形下，对于 任何偿 付索求/ = /(5 0 (1 + />)), 价格 C *( P ) 和 


C *( P ) 重合，因而其公共值 C ( P ) 由下列公式来 确定: 


C ( P ) 




⑻ 


就其实质而言，为证明等式 c *( P ) = c *( P ) 所必须的内容都已经包含在 § ic 中 
的上述讨论中. 

事实上，我们考察上面引入的策略 7 T * = (/?*，7*)，其中的参数 


1 + T *’ 


这里的 Z / 和 "在 § lc 的 （17) 中 定义. 

由于无论是对于 p = a 还是对于 p = 6,都有 

/T (1 + r) + 7 *S 0 (1 +p)= f(S 0 (l+p)), 

我们看到，这里的偿付索求是可 达的， 而这就是说， tt * e 丑 *( P ) n 乐 ( P ). 因此 


C *( P ) = sup (/? + ySo ) + 7 *^o 

(/3 j7 )€H*(P) 

> inf 0 + 7 S o )= C *( P ). 

03,7)W(P) 

与不等式⑷一起，这就证明了所要隶的价格 C *( P ) 和 C *( P ) 的重合以及对于 

它们的公共值 C ( P ) 的公式 （5). 

% 

2. 我们再次注意到，在这节和上节中所叙述的材料，体现了下列 要点： 随之而 
来的是在更一般的情形下，当联系给定的偿付索求的金融定价中运用鞅方法时， 





( I ) 如果鞅测度类非空， 


少 ( P ) # 0， 


⑹ 


那么有 

(由 §lc 中的 (12)); 

( II ) 如果类 

即，偿付索求可达，那么 


C *( P )< C *( P ) 

iT ( p)n 丑 *( p ) 一 0 ， 
C *( P )> C ^( P ); 


⑺ 


( III ) 在⑹和⑺同时满足的情形下，下价格 C ,( P ) 和上价格 C *( P ) 重合. 

在下节中将指出，鞅测度类 少 ( P ) 非空 性以最直接的方式与 无套利机会相 联系. 
类 i ^( p)n 丑 *( p ) (对于任何偿付索求 /) 的非空性，则联系着鞅测度的 唯一性 
问题，即什么时候与测度 p 等价的（鞅)测度集合 淨 ( P ) 只由一个测度 P 沪〜 P ) 所 
构成的问题. 
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§2 a . “套利”和“无套利”的概念 

1. 从直观的视角来看，市场上“无套利”意味着，它是在下列含义下“正当的” 
和“合理构建 的”： 其中没有获取无“风险”盈利的机会.（与第一章 §2 a 中的“有效 
市场”的概念相比较，其中也出现与其“合理构建”的关联性，并且在有效市场中，本 
质上就干脆假定在这样的市场上具有鞅性 .） 

为了给岀正式定义，正如在 §la 中那样，我们将认为给定渗透概率空间 

( Q ， f ， (多 n ) n >0， P )， 

由 d + 1种资产所组成的 （尽的 -市场在其上 运行; 而这 d + 1种资产包括 

银行账户召= ( B n ) n ^ 

其中 为 B n > 0,以及 

心维风险资产 S = os 1 , …， S d ), 

其中妒=(忠) n >0, 圮为多 n _ 可测，圮 > 0_ 

设 P = ( X ^ o 为资本， 

K = P n B n + 7 n S n U (3 n B n + J 2 , 
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它是由带可料的 /? = (/? n )„^ 0 和7 = (7 1 ,…，7, （V = ( iDn ^ o ) 的策略 tt = (/3, 7 ) 
所生成的. 

如果 7 T 是自融资策略 （TT e SF), 那么（参见 §la 中的 (12)) 

71 

= XS + [(/JfcASfc + j k AS k ), n 彡 1 ， (1) 

fe=l 

并且其规范化资本 X ：=(^-) 满足关系式 

\ ^ / n^O 

△囹—⑵， ⑺ 

它对于整个后面的分析起着关键作用. 

2 . 固定某个 N 八 并且我们将对某个策略 TreSF 在这个“终点”时刻的资 
本值抑感兴趣. 

定义 1. 我们说，自融资策略 7 T (在时刻 AT ) 实现了套利机会，是指在资本的零 


初值的情 况下： 

X 卜0， 

⑶ 

它在时刻 AT 的资本 

^■N ^ ^ ( P - cl . S .), 

⑷ 

以及 X &>0 有正 P - 概率，即 

P { X ^ > 0) > 0, 

⑻ 

或者等价地， 

> 0. 

⑹ 

我们以 SF aTb 表示套利自融资策略类.于是，如果 7 T € SF ar b 和和= 

• 

= 0,那么 

P ( X ^ ^0) = 1 P ( X ^ > 0) > 0. 



定义 2. 我们说，在（5,外市场上无套利机会或者市场无套利，是指 SF ^ = 0. 
换句话说，如果对于某个策略 7 T ， 初始 资本; ^ = 0,那么 


P(X^ > 0 ) = 1 => P(X^ = 0) = 1. 

/ 

所给出的定义在直观上意味着，无套利策略 7 T 的由= 0到的转换示意 
图如同图 53 a 那样画出（当彡0)，其实，它必定是“退化的”，即如同图 53 b 所画 
出的那样，对应= 0 — 的虚线轨线只有零概率. 
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图53关于无套利机会的定义 




I 

A P(x->o)=o 

I 



P(X^=0)=l 



这样一来，在无套利市场上，如果 Xf = / 3 0 B 0 + 7 o 5 o - 0,那么转换示意图 
必定有图54上所画出的样式，它意味着，如果 P ( X ^ = 0) < 1，那么除了正“盈 
利” P ( X ^ > 0) > 0以外，必定也有不可忽略的“亏损” P ( X ^ < 0) > 0. 这点可 
以形象地换个 说法： 在无套利市场上，每个非平凡策略 tt (即如果 X ? = 0,那么 
P ( X ]^ ^ 0) > 0) 必定是有风险的，即 P ( X ^ > 0) > 0) 和 P ( X ^ < 0) > 0) 同时成立. 

P(X^>Q)>Q 


P(X^<0)>0 
图54羌套利市场中的典型转换图景 



除了金融文献中的这一无套利性的条件以外，金融工程师们还提出另一些定义 
(参见例如， [251]). 下列定义就是一些例子（在 [251] 和后面的 §2 e 中运用). 

I 

定义 3. a ) ( h ， 斗市场称 为弱意义下无套利， 是指对于每个满足= 0和 
( P - a , s .) (n ^ N ) 的自融资策略 tt ， 有 = 0 ( P - a . s .). 

b ) (尽外市场称为强意义下无套利，是指对于每个满足= 0和；0 
( P - a . s .) 的自融资策略有 X ^ = 0 ( P - a . s .)， n ^ N . 

注. 注意，上面给出的定义依赖于形为 { X ^> 0 }, { X ^ > 0} 和 { X ^ = 0} 的事 
件,它们显然相应地重合于{每 > 0}，{岛 > 0} 和{每= 0}，其中部=孕，只 

Bn 

要总有 B n > 0 . 

这一状况说明，为什么在研究市场上的“有套利”和“无 套利” 问题可 
立即转向对 （5, 句- 市场来运作， 其中瓦 =1 以及瓦 =换句话说，如果假定 
凡 > 0,那么不妨碍一般性，可令 B n = l . 71 
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§2 b . 无套利机会的缺判别准则 . I . 第一基本定理的陈述 

1. 在我们所考察的离散时间 n = 0,1 ，…， TV 的情形下,下列引人注目的定理成 
立.这 一 定理由于它的重要性，称为“资产定价第 一 基本定理 (The first Fundamental 
Asset Pricing Theorem )” ([214], [215] 和 [92]). 

定理 A . 设定义在渗透概率空间 (^ n ), P ) 上的 

( B ， S )- 市场 

由银行账户 S = { B n ), B n >0 和有限 d 种资产5 = ,5 d ) ( S i = ( Si )) 所 

组成. 

假定，市场在时刻 n = 0， l ， … , N 运行，為= {0,0} 以及武 v =多. 

(5,外市场是无套利的充^条件为可求得等价于测度 P 的（至少有一个，它称 
为“鞅”或“风险中性”）测度戸，使得 d - 维规范化序列 

B \B n J 


关于？为鞅，其中 S n =、 S ^ … ，究)；即对于所有 i = …， d 和 n = 0， l ， … ， N ，有 

E 戸会< °°， ⑴ 

以及对于 n = -1, …， N , 

b (曼 I 久- 1 ) = (艮 a . s .)_ ⑶ 

这一定理的证明将分几个步骤来 进行： 充分性在 §2 c 中证明，而必要性在 §2 d 
中证明.在 §2 e 中将对这条定理的某种程度上更广的版本引入另一个证明.现在先 
对所陈述的判别准则的内容作出某些注记. 

以前我们已经注意到，无套利假定有完全明确的经济意义以及可看作对“合 
理”、“有效”、“公平”运彳了的市场所期待的性质.所陈述的定理 (Harrison and Kreps 
[214 ]， Harrison and Pliska [215] 对于有限 D 情形提出， Dalang , Morton and Willinger 

[92] 对于一般情形下提出）的价值在于它发现了在这样的“无套利”市场上，对金融 
资产及其运作进行解析定价的可能性.（正由于这一点，它也被称为资产定价第一基 
本定理 .） 就实质而言，上面对于上下价格的定价 （§§ lb ， c ) 已经显示了这一点.所陈 
述的判别准则将在以后系统运用，例如，远期和期货的价格考察(第六章 § le ), 期权 
的合理价格（第六章第4节和第5节). 

这条定理也有观念上的价值，它使得相当模糊的有效、合理构建的市场概念（第 
一章 § 2 a ) 变为追求所谓价格的鞅性质作为目标,并在无套利性概念的框架中逻辑上 
是严格的，后者说明“合理构建”必须理解为对于投资者来说，在市场上没有获取无 
风险收益的机会. 





2 . 无套利机会市场 


. 413 • 


2. 在对鞅序列 X = ( X n ) 进行运作时，重要的是不仅要指出测度 P ， 并且还要 
指出 CT - 代数流(為)，便得它们满足“鞅性 质”： 

Xn 为多 n _ 可测， 

E \ X n \ < oo , 

E ( X n+ i I ^ n ) = X n ( P - a . s .). 

为了强调关于在考察鞅时的这些状况，我们将说 P - 鞅或 （ P ， (多 n ))_ 鞅，并运用记 

号又=(忍 ’ m . 

现在我们注意到，如果 X 是 （ P ， (多 n ))- 鞅，那么它将也对每个满足乳 g 的 
“较小的”流 （氣） 是鞅，只要为％-可测_事实上，由為的 旄-可 测性以及条件 
数学期望的 “ 套筒”性质，我们求得“鞅”性质 满足： 

E ( X n+1 |%)- E ( E ( X n+1 \^ n )\^ n ) = E ( X n \^ n ) = X n ( P - a . s .). 

显然,如果 X 是 （ P ， (多„))-鞅，那么使得 X 仍然是鞅的“最小流 ”隊） 是由鞅 
本身所生成的“自然”流，即 , X n ). 

与此相联系的是现在回忆起下列这点很有 价值： “弱有效”市场定义为（参见第 
一 章中的 §2 a ) “ 信息流 {^ n f 是由所有在市场上 “ 运作”的资产的过去价格值所生 
成的，换句话说，在这一情形下，流（式0是“最小流”. 

3. 自然会提出这样的问题，当 d = 或 AT ^ oo 时，定理是否仍然保持成立？ 
下列 W . Schachermayer [424] 中的反例表明，在 d = oo ( 和 ；V = 1) 的情形下， 

“无套利”可能在不存在“鞅”测度的情况下成立，即，当 = oo 时,所陈述的定理中 
的“必要性” 一 般来说可能不成立. 

JJ 1. 设0 = {1， 2 ，...}，多。={0，0}，多=岛为0的有限子集生成，而测度 
P = E 2 — %，即 P { k } = 2- fc . 

義们用下列方式对于7 = 1，2,…和 n = 0,1定义价格序列 S = ( Si ): Si ( co ) = 

0,① 

{ 1 ， cu ~ i, 

—1， 0； = « + 1, 

0,其余清形下. 

有 B G = = 1 和这样的价格序列的（尽的-市场是无套利的.事实上，每个资 

本 X [( u ;) 可表示为下列 形式： 


=co+J2^ s i = x o 

i=l i=l 

①“硌 ( O ；) E 0” 是译者根据上下文加上的. 


译者注 
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其中 W = Co + X ) (假定 Z ) | Ci | < OO ). 但如果 W = 0,即 Co + F Ci = 0,那么由 
条件对 > 0,我 ff 求得 S=1 1=1 

Xf(l) = Cl ^ 0, Xi ⑶ =C2 — Ci > 0 ，…，⑻ =Ck - Cfc—；L 彡 0，… . 

由此我们断定，所有 Ci = 0, ^这意味着= 0 ( p - a . s .). 然而，鞅测度不可能存在. 

事实上，假设存在测度？〜 P ， 使得 S 关于它是鞅.于是对于任何 i = 1,2,… • ， 
必定满足等式 

_ 

EpA 5 j = 0, 

即 P { i } = P{i + 1} 对于任何1，2,…成立.但这样的测度？显然不存在. 

下列反例有关定理在 N = oo 的情形下的“充分性”成立的可能性.也就是说， 
它表明，具有鞅测度并不能保证无套利，即可能在下面解释的含义下有套利机会.（我 
们要注意,在所引人的反例中，价格5不仅仅取正值.在这一意义下，它可能显得有 
点不真实 .） 

例 2. 设在（0,多， P ) 上定义独立同分布随机变量序列 （ = ( Cn ) n ^ 其中 P (& = 

1) = = -1) = I. 

假定 So = 0, + • * * + = 1,并设资本 

X n= ^2 7fcA5 fc ( = E lk ^ k ) J 


其中 



当心 = … = ^ k-l = — 1， 
其他情形下. 


如所周知， X ；：可看作在有“对称”对手的赌博的某个赌徒的资本，其中决定输 
赢的是随机变量 a 的值 （a = 1时赢，而 a = -1 时为输)，并且在输时采取加倍 

下注， 

显然，如果6 …6 = -1 (即赌徒在过去的所有时刻总输)，那么其资本 


k 

i=l 


即它是纯输额. 

然而，如果在下一时刻々+1，该赌徒赢了，即= 1，那么其总资本将在这一 
时刻等于 


Xg +1 =Xg + 2 k = ~(2 k -l) + 2 k = L 
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因此,如果在该赌徒的“策略”概念中（除了选择组合以外）还包含（随机的）赌 
局的翻盘时刻那么赌局可能有正的臝额.事实上，设 

% 

因为 P( T = k )= (|) fc , 所以 P(t <oo) = l , 而这意味着 EX ^ = 1,因为 P ( X ^ 二 1) = 
1,尽管初始资本= 0. 

这样,在所考察的有 B k = im (万，的-市场上有套利机会，使得存在组合 7 T 满 
足柯= 0,而对于某个 r ， 数学期望 EX 卜 1. 

我们顺便察觉，在这场博弈中所运用的输时加倍下注的可能性暗示该赌徒或者 
无限富有，或者有一个可无限信贷的取之不尽用之不竭的银行 账户； 无论是哪一种 
情形，这当然不太现实！ 

也正是由于有这样的状况，在考察“套利理论”的问题上，要对容许策略类强加 
一定的“经济上合理的”自然限制.（关于这方面参见后面的第七章的 §la.) 

§2 c . 无套利机会的鞅判别准则 . II . 充分性证明 

我们必须证明，等价于测度 P 的鞅测度 P 的存在，即关于这一测度，序列 

5 =问 

B \^nj o^n^N 

是 （ P ， (多 n ))_ 缺，在 （ S ， 外市场上确保无套利机会_ 

正如上面已经注意到（参见 §2 a 的最后)，假定成立的条件 B n > 允许 

认为 B n 三 1. 

运用§加中的公式⑺，我们有 

71 

X ： = X^GZ 1 Gl = J2^S k , ( 1 ) 


其中 3=(^) 是 艮鞅. 

为证明所要求的断言，需要指出，如果策略 7 T e 满足柯= 0和 P ( X ^ ^ 
0) = 1，即 


Gjy = jk^Sk ^ 0 


k 


( 2 ) 


( P - a . s .， 或者等价地， P -( a . s .)), 那么 G ^=0 ( P - a . s .， 或者等价地， P -( a . s .)). 

我们运用 g 二章 § lc 中的引理. 

关于测度？，序列 ( G ^) o ^ n 是鞅变换，而这意味着，它也是局部鞅.由于> 
0,故根据^述引理， { GDo ^ n 实际上是軟，从而= 0. 因此，= 
=0 ( P - a . s . 以及 P - a . s .). 
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§2 d . 无套利机会的鞅判别准则 . III . 必要性证明 
(利用条件 Esscher 变换） 


1. 现在我们需要证无套利机会导致在⑴ ，多） 上 存在概 率测度 P 〜 P, 使得 
序列 = (* S n )0 «AT 是 P - 鞅. 

这个结果有多种证明，关于它在连续时间情形下的推广也是如此(参见例如，[92]， 
[100], [171], [215], [259], [443], [455]), 所有这些证明，都要用这样那样的泛函分析的 
观念和结果 （ Hahn-Banach 定理，有限维欧几里得空间上的凸集分离定理, Hilbert 空 
间方法等). 

同时，这些证明都带有鞅测度的“存 f 证明”特征，对它们的构造是不明确的, 
并且当然对所有等价于测度 P 的鞅测度 P 也没有明确的描述. 

在这一含义下，有意义的是给出还能有明确构造的定理条件的必要性 证明； 即 
使不是对所有鞅测度，至少也要对它的某个子类 给出； 其实质在于,如果例如说到求 
上测度和下测度，就要求考察所有等价于原来的测度 P 的所有测度 P 的类的 sup 和 
inf (参见 §lc). 

正是在这一明确构造鞅测度的途径上，随后建立了 证明； 这是著作 L. C. G. 
Rogers [407] 中的思路，其等价测度的构造方法基于“条件 Esscher 变 换”. 

2. 为了澄清构造的思路，我们先观察一步模型 （ iV 二1)，并为了简单起见，认为 

d = 1, B G = = 1 ，多 0 = {0,^}. 我们也将认为， P (5 i ^ S 0 ) > 0. 在相反情形下， 

我们将有一个毫无意义 的平凡 市场，并且可取厚来的测度 P 作为所要求的鞅测度. 

在所考察的情形下，每个组合 tt 就是数对（/?， 7 ).如果巧= 0,那么这意味着 
数对 ( j 3, 7 ) 以 0 + 7 私= 0 可达. 

无套利假定意味着，在这样的（非平凡的）市场上，一定满足下列两个 条件： 

P(ASi > 0) > 0和 P(ASi < 0) > 0. (1) 

♦ 

这样， §2 a 中的图54在这里“转化为”图 55. 



图 55 典型的无套利局面.情形# = 1 

由条件 （1) 我们需要导出，存在测度 p - p , 使得 


1) E ^| A 5 i |< oo , 
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2) EpA5i = 0. 

把相应的结果无条件地陈述为所需要的“套利”结果是合适的，其形式为下列 
“纯概率”断言. 

引理 1.设 X 为 ( M ,^( M )) 上有概率分布 P 的实值随机变量，满足 



P(X>0)>0 和 P(X < 0) > 0. 

(2) 

那么存在测度 p 〜 

P ， 使得对于任何 a e 有 


• 

Epe aX < oo, 

⑻ 

特别是， 




Ep|X| < oo, 

⑷ 

并且下 列桎质成立： 

^■pX = 0. 

⑻ 

证明.对于测度 P ， 我们首先构造概率测度 Q ， 


% 

Q(dx) = ce~ x2 P(dx), a; G E, 


其中 c 是规范 常数： 

c-^Epe^ 2 . 


对于 a G M ， 设 

p(a) = E Q e aX , 

⑹ 

以及 

Za{x) ~ ip{ a y 

⑺ 


很明显， Q 〜 P , 并且由测度 Q 的构造可得 ，< oo 对于每个 a G M , 也显然有 

( p ( a ) > 0- 

同样明显的是， E Q Z a ( X ) = 1, Z a ( x ) > 0. 因此，对 于每个 aGM , 可定义 概率测 
度 P a : 

P a ( dx ) = Z a ( x ) Q ( dx) J ⑻ 

它具有这样的 性质： I 〜 Q 〜 P . 

现在我们察觉，对于每个 a G M 有定义的函数# = 是 严格下凸的， 因为 

< p f , { a ) > 0. 

令 


= inf { y ?( a ): a e R }. 
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我们看到，可能有两种 情形： 

1 ) a *， 满足 

或者 

2 ) 这样的〜不存在. 

在第一种情形下，显然， ^( a ,) = 0 , 并且 


Ep X 


E 


Xe a 


x 


Q 


_= 〆 (〜) 

f(a*) 



因此，在这一情形下，作为所求的测度民可取测度 P a .. 
我们现在指出，第二种可能性 2 ) 与假定 （ 2 ) 矛盾. 
事实上，设 { a n } 是满足下式的 序列： 


< ^ P ( a n ) i 9 ?*. (9) 

这个序列的极限等于 + oo 或- 00 ,因为,如果不是这样，那么可选取收敛子列，使得 
最小值将在有限点上达到，与假定 2 ) 矛盾. 

设知=以及 w = limw n (= 土 1 ). 

|a n | 

■由假定（ 2 )， 

Q{uX > 0) > 0. 

由此导出，可求得这样的5 > 0 ,使得 

Q(wX > 5) = e > 0, (10) 

并且可选取 Q 的分布的连续点作为5,即 

Q(wX = (5) = 0. 

因此， 

Q ( a n X > <5| a n |) = Q ( w n X > 5) — > e , n —> oo , 

而这就是说，对于充分大的 n , 

= EQe anX ^ Eq [ e anX I ( a n X > ^|a n |)] ^ ~e - exp(J|a n |) -> oo, 

它与⑼矛盾，其中 a < 1 . 

引理得证. 


注. 上 g 叙述的构造概率 测度已 的方法，基于由公式 （7) 来定义的 “ Esscher 变 
换” X ^ 盖; 这一变换自从1932年 F _ Esscher 的论文 [144] 出现以来，在精算界 

广为人知.关于这个变换在金融数学中的应用参见例如 [177] 和 [178], 而关于在精 
算数学中的应用参见专著 [52]. 
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3. 由所引人的引理的证明不难发现，怎样把它推广到向量情形，取代随机变量 
X 的将是考察由在渗透概率空间 （ Q ， 多， (^ n )0^ N , P ) 上给定的多 n _ 可测随机变量 
所组成的有序序列 （ Xo , &，…， X N ), 其中带限制条件多 o = {0，叫和界 V ==多. 

引理 2. 对每个1 < n < iV , 设 

Pd >0| U >0 和 P ( X n <0|^ n _ i ) >0. (11) 


那么在空间多）上存在等价于 P 的概率测度戸，使得对于它序列 （ Xo ,% ，…， 
义^)是（戸，(多 n )) -鞅差序列. 

证明. 如果有必要，那么由测度 P 立即可变换为新的概率测度 Q ， 使得 

Q(^) =cexp|-^X?(o;)| P{dw), (12) 


以及对于它，生成函数 Eg exp I £ | 取有限值. 

所求测度？ = P { dw ) 用下式来构成（比较⑻). 

我们定义函数 

( p n ( a ; uj ) = E ( e aXn (13) 

对于每个固定的0；，这些函数（由于 (11)) 都对 a 严格下凸.仍然如同引理1那样， 
可指出，存在唯一的（有限）值 a „ = a n ( uj ), 其上达到 inf ( p n { a \ uj ). 

由于 igf 重合于爲，其中 Q 是有理数集，故 ( f n ( u )) = igf %( a ， a ;) 是 ^ n - x-^S 

测 函数； 它可用来断定° a n ( cj ) 也是多 n - i -可测函数. ° 

事实上,如果 [ A ， 刮 是闭区间，那么 

{ a ; : a n ( tu ) G [ A , 石] } = 门 U | uj: ip n ( a , u )) < ip n (^) + — 1 € ^ n - i T 

m aGQn[A,B] ^ 爪」 


它也证明了量如…）的多 n - i -可测性. 

现在我们以递推的方式来定义序列 ^ 0 ,^( 0 ;),... , Z N { U ), 令 Zo = 1，以及对于 


n 彡1 


^ n (^) = ^ n —1 (^) 


exp { a n ( a ;) X n ( aj )} 
E Q ( exp { a n X n } | ^ n ~ i )(^)' 


(14) 


显然，量 Z » 为 久-可测，且形 成軟: 


EQ^n I ^ n - l ) = Z n ^i ( P - a . S .). 


所要求的测度 P 通过下列公式来 定义: 


P ( du ) = Zn (< jj)P ( dw ). 


( 15 ) 
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再次如同引理1中那样，由这一定义容易导出 Ep | X n | < 00 , 0彡 n 彡 iV ， 以及 

Ep(^n I ^n-i) = 0 , 1 < n ^ AT. (16) 

根据引理1, EpX 0 = 0. 因此,关于测度戸，序列（ X 。， X lr -, X N ) 是鞅差,从而证明 
了引理的断言. 

4 . 在 d = 1的情形下，鞅测度 P-P (在市场无套利的条件下）存在的必要性证 
明由引理2的断言导出. 

其实 ，令 …， X N = AS n . 不妨碍一般性，无套利确保可认 
为，对于所有 n = 1，… . ， iV ， 

PpbOHOsO 和 P(A5 Tl <0|^ n _ 1 )>0. (17) 

事实上，如果对于某个 n ， P ( A 5 n =0)-1, 那么这一时刻 n 可在考察中排除， 
因为对于任何自融资组合 7 T ， 在这个时刻为所带来的贡献等于零. 

如果对某个 n ， 

P ( AS n ^ 0) = 1 

或 P ( AS n <0) = 1, 那么根据无套利条件，必定有 P ( A 5 n = 0) = 1. (如果不是这样， 
那么容易构造策略 7 T ， 使得以正概率有> 0.) 于是为 X & 带来的贡献仍然为零. 

因此，可以认为，（ I 7 ) Xt 于所有 n^N 满足，以及所要求的 必要性 的证明由引理 
1 和2应用于 Xq = Sa ， = AS n (1 < n ^ AT ) 而导出. 

5 . 现在我们转向 d > 1的一般情形.与 d = 1的情形中的思路一样，证明也可 
通过下列引理2在向量情形的推广来进行. 

引理 3 •设 ( X 0 l X u -^ X N ) 是给定在渗透概率空间 （ Q ， 多， 

(fo = {0,^}, 上的 d- 维 多可测向量 



& X nj 0 ^ n < AT , 满足下列 条件： 只要对于其中有有界分量 （| 允 ( o ；)| ^ c <oo 
coeQ ) 的非零多 n - i -可测向量（多 _1 =多 0 ) 



有 


P((7rMX n )>0|^- n _i)>0 ( P - a . s .), 


就有 
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P(( 7 n ， D < 0 I 多 n- 1 ) < 0 (P-a.s .)， 

其中 (7 n , X n ) 是纯量积. 

那么在 （ n , 多）上存在等价于测度 P 的概率 测度民 使得关于它序列 ( Xo , X u 
... ， Xw ) 是 d - 维鞅差 序列： E ^| X n |<00, E^Xo = 0 及 Ep ( X n | ^ n _ x ) =0,1 ^ n ^ N . 

证明.如果正则条件概率 P ( X n E -|^_ i )( a ;) 的拓扑支集（即，集聚这个测度的 
最小闭集）不包含在空间的真子空间中，那么正如在 d = 1的情形中那样，函数 

if n (a;u;) = E(e( a ’D \^ n -i)(uj), a eR d 

是严格凸的， inf (p n {a]uj) 在唯一的点 = a n {u)) G R d 上达到，并且 a„(a;) 为 ^ n -i- 
可测. 

有点微妙的局面是正则条件分布 P ( X n G - l ^ n - l )^) 的支集包含在空间的 
真子空间中的情形.在著作 [407] 中指出，在这种情形下也可选出唯一的 i -可测 
值 = a n (a;), 使得其上达到 inf (p n {a\oj). 

所要求的测度 P 同 （15) 和 （ I 4 ) 中一样，只是要把（公式（ I 4 )中的） a n { uj ) X n { uj ) 
理解为向量和 X n ( uj ) 的纯量积. 

6. 上面给出的基于 “条件 Esscher 变换 ”的鞅测度的构造只给出了一个具体的 
测度，尽管所有这样的等价于原来测度的测度类中除了这个所求得的测度以外，还 
有别@测度.下一节将叙述某些基于 Girsanov 变换思想的鞅测度 P 的族的构造方法， 
其中 P 等价于原来的测度 P ， 或者说关于它绝对连续，并且关于它价格的规范化序 
列是鞅 • 

Esscher 变换在保险数学的精算中已经运用很久（参见例如 [52]). 这样的变换 
作为 “ Esscher 变换”在 金融数学中鲜为人知（尽管如此，参见已经提到的著作 [177], 
[178]); 而在金融数学中对有关测度变换的一系列结果起重要作用的经常是所谓 Kir ¬ 
sanov 定理” • 

其实，在这些变换之间有许多共同点，对此，我们将在本章的第3节中更为详 
尽地考察.这里，我们仅仅注意到，与引理1相联系，如果 X 是正态分布随机变量， 
X 〜 ^(0,1), 那么 cp(a) = E P e aX = ei a \ 并且(参见⑺） 



熟知 Girsanov 定理的读者很快就会察觉，出现在这一定理中的 “ Girsanov ” 指数 
， -卜 2 (参见后面的 §3 a ) 无非就是公式⑺所定义的 Esscher 变换. 




定理 A (第一基本 定理; §2 b ) 可如下列形式给出条件 

( i ) 市场无套利 
和 

( ii ) 鞅测度集合夕 ( P ) 非空 （，( P ) / 0) 

等价. 


下面导出的定理 A * 是第一基本定理陈述的自然推广，它给出无套利性的不同的 
等价刻画，并且揭示了軟测度集合的结构.（这一定理的陈述和证明根据著作 [251].) 
我们首先引人若干记号. 

设 Q = Q (也）是 ( R d ^( R d )) 上的概率测度，并且 

K ( Q ) 是 Q 的拓扑支集（即，测度 Q 所集聚的最小 闭集； [ 3 35;第5卷] ); 

L ( Q ) 是集合 K ( Q ) 的闭 凸包； 

H ( Q ) 是包含 K ( Q ) 的最小仿射闭超平面（显然， L ( Q ) C H ( Q )); 

1°( Q ) 是 L ( Q ) (在超平面 H ( Q ) 的拓扑下）的“相对”内部. 

如果,例如，测度 Q 集聚在一个点 a 上，那么丑 ( Q ) 重合于这个点，并且 L ( Q ) = 
L °( Q ) = { a }. 在其他情形下,丑 ( Q ) 的维数在 1 和 d 之间.如果 H ( Q ) 的维数为 1 ， 
那么 L ( Q ) 是闭线段，而 L °( Q ) 是开线段. 

我们将以 Q n ( ov ) 和 Qn (^ r ) 表示正则条件分布 P ( AS n G • | 多和 

p(a (證） 〔(0；)，1<“见 

注意，&于 B n >0 J Q ^ n ^ N , 并 且凡为 久 w 可测，故集合 K ( Q )， 1( Q ) 和 
L °( Q ) 对于 Q = Q n 和 Q = 是一样的.因此，不妨碍一般性，并为了简化记号，在 
以后导出的陈述和证明中将假定 B n = l , n ^ N . 


定理 A * (第一基本定理的推广 版本； [251]). 设定理 A 的条件满足.下列断言 
等价： 

a ) ( S ，。- 市场是无套利的； 
aO 市场是弱无套利的； 





a ") p ， S )- 市场是强无套利的； 

b ) 集合 ^ b ( P ) ^ 0; 

c) 集合夕 (P) 一 0; 

d ) 集合 ^ loc ( P ) ^ 0 ； 

e) 对于所有 ne {1 ， 2，... ， N } 和 P- 几乎所有 o; 点 0 e ^ 。 ( 巧 ^^;，，)). 

我们先对所陈述的断言提出一系列一般的注记. 

关于无套利、弱无套利和强无套利市场的定义参见 § 2a . 

由第二章 § lc 的引理得到，其实夕 (P) = ^i oc (P), 从而， 


c ) d ). 

又,如果性质 a )， a ')， a ")， c ) 或 e ) 对于某个等价于测度 P 的测度戸满足，那么 
它们也关于测度 P 满足.如果性质 b ) 关于测度 P ~ P 满足（即 ^ b ( P ) ^ 0 ), 并且导 


rip 

数^有界，那么性质 b ) 也对于原来的测度 P 满足. 

现在我们察觉，总可找到测度 戸〜 P ， 使得关于它，所有量& ( n 彡 TV ) 可积，且 

(jp 

导数^有界.例如，为了做到这点，只要假定 

dr 


N 


dP 


CeX P -EEl^n 


dP 


其中 C 是规范常数. 

这样，在证明定理时,立即可假定，原来的测度 P 满足 E |5 n | < oo , n ^ AT . 
于是，由于蕴涵关系 

a 〃） => a ) => a ') 

和 

b ) c ) 

显然成立，故只需要证明 

a ’） => e ) => b 

和 

c ) => a 〃). 


2 . 我们引人一系列为证明这三个蕴涵关系所需要的对象并陈述两个辅助断言 
(引理 1 和 2 ). 

设 Q = Q ( cb ) 为 ( R d ,^( R d )) 上的测度，它满足 

I | x | Q ( dx ) < oo . 

JR d 


⑴ 
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(以后将取正则条件分布 Qni ^ dx ) ( n ^ N ) 作为 Q， 并且对于它们，由于假定 E|5 n | < 
oo (n ^ TV) 所以条件⑴ （P-a.s.) 满足 •） 

= (x,v) e E = R d x (O^oo ) 以及 Q，= Q^dx^ 为空 间五的 Borel a- 代数， 

上的某个测度，它与测度 Q = Q ( dx ) 在下列意义下相 联系： Q 是测度 Q/ 的“第一边 
缘”，即 Q ( dx ) = Q f ( dx , (0, oo )). 

我们将以 Z(Q') 表示 E 上的满足下列条件的正 Borel 函数 z = z ( x , v ) 的族： 

/ \ x \ z { x , v ) Q !( dx ] dv ) < oo, (2) 

J E 

[ z ( x , v ) Q f ( dx ; dv ) = 1, (3) 

J E 

且具有使函数 vz ( x , v ) 有界的性质. 

设 B ( a y e ) 是中心在点 a 处、半径为 e 的中的球.我们以 G 表示所有族 

9 = ( 於， (ai ， ei,ai ， 0 =1 ，".， fc ) (4) 

■的集合，其中 G {1,2, * * * }, d % € Ei > 0, > 0, > 0. 

我们对 w e G 联系（五上的）正函数 

1 k 

〜(x，r) = max / ^ ^2 [ a A( ai ， ei ) ⑷ + 而 )(a0] ， （5) 

^ ^ ' i=l 

其中 B c =^ R d \ B , 

如果 E Qf z 9 = 1, 那么由 （1) 可见， 〜e Z(Q')_ 从而，对于这样的函数定义向 
量(重心） 

^(d) = . xZg(x ， v)Q r (dx ， dv). ( 6 ) 

J E 

, 

记 

$(Q’）= {< p ( g ): geG , E Qf z g = 1}. (7) 

引理 1. 下列关系式 成立： 

L(Q )=¥( Q0, (8) 

, L%Q) C $(Q0, (9) 

如果 0 _ L°(Q), 那么可求得 Rd 中的向量％使得 

Q(;r: (7，a0 > 0) = 1 和 Q ( x : {^, x ) > 0) > 0. 


证明 • 我们先确立 L(Q) C 圣 (Q')- 


( 10 ) 
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设 ye K(Q). 我们指出，可求得 $(Q0 中的点列如，使得 2M — y. 换句话说， 
测度 Q 的拓扑支集中的每个点2/可作为某个序列= <f(gn) 的极限来得到，其中 

9n G G-, Tl ^ 1. 

设八^ = B(y, 1/n) 为中心在 y 上、半径为 1/n 的球.令 

a „ = QD， < = Q ff (A c n ) 


K 


=/ xQ /, (dx), 

JAL 


Q’(dx，dv), A G ^(R d ). 


( 11 ) 


我们 选取心 满足 5 n a n + ^ = 1. 

由于 2/ e K(Q), 故 > 0. 同样明显的是 supa^ < oo. 由此可见,至少对于大 n 

n 

值，有 Jn > 0. 


因此，如果 Pn = (1， ( y ， ^, S n , ^)), 那么对于大 n ， 有 

^.Qf Zg n — S n dfi " 4 - - = 1 . 

令 2 /n = ( f ( 9 n ), 于是 Wn = + ^，其中 SUp < 

Tl n 

由于 S n a n 1 V 丄及 b n — ya n — ► 0, 故 >、 y , 

这样， K ( Q ) 包含在集合 $( Q 0 的闭包 1( Q '；> 中： 

K ( Q ) C ^( Q f ). 


OO 


( 12 ) 


(13) 


我们现在察觉，集合 $(Q0 是凸集.因此，由 （13) 得到， 


L(Q) g 5(Q0. 


(14) 


另一方面， 每个点 y G ^(Q0 是等价于测度 Q 的概率测度的均值（参见（6)，⑺ 
和（11))，而这就是说， y 属于集合 K(Q) 的闭凸包 L(Q). 

这样一来， ^(Q f ) C L(Q), 因而 $(Q0 C L(Q), 它与 （14) 一 起确立了等式 L(Q) = 

W ). 

现在我们利用每个凸集包含其闭包的内部.对凸集 $(Q') (相对于 H{Q) 的拓扑) 
应用这一性质，我们求得 L°(Q) C V(Q f ). 

这就确立了性质 （8) 和⑼. 

我们转向引理的下一断言的证明. 






. 426 ♦ 


第五章随机金融模型中的套利理论.离散时间 


设点0 _ L°(Q), 于是借助凸分析中的标准“分离性”技巧可能分为下列三种情 
形;参见例如， [406]. 

第一种情形： 0《丑 (Q ). 在这一情形下，可取由零出发、指向集合并 
与它正交的向量作为 7. 于是（7，$) > 0对于 a: € H ( Q ) 成立，它自然可导出性质 

Q(x: (7，工）> 0) = 1. 

第二种 情形： 0 e H ( Q ), 但0 _ L(Q). 于是显然，可求得向量7 e H ( Q ) 使得 
(7，$) > 0对于所有； r e L ( Q ) 成立，因而， Q ( x : (7，尤）> 0) = 1. 

第三种 情形： 0 e H ( Q ), 但0 e L ( Q )\ L °( Q ). 于是在 ff ( Q ) 上两个集合 1(Q) 和 
K ( Q ) 各在某个维数为 g - 1的包含0的超平面#的一边.（如果 g=l, 那么 W 
归结为点 {0}.) 按照定义， H ( Q ) 是包含 K ( Q ) 的最小超平面.因此， K ( Q ) 不包含在 

丑/中. 

所要求的向量7在这种情形下可用下列方式来构造. 

我们在丑 (Q) 中取某 个与丑 正交的非零向量7,且满足 （74) > 0对于所有 
x e L ( Q ) 成立；而这就是说， Q ( x : (7,x) ^ 0) = 1. 

现在我们察觉，可求得点: c € K ( Q ) 使得纯量积 （73) > 0. 因此，考虑到 K ( Q ) 
是测度 Q 的拓扑支集，我们求得 Q(x ： ( 7 ,x) > 0) > 0. 

引理1得证. 

3. 下列我们所需要的结果有关“可测选择”存在的论证. 

引理 2 .设 ( E , S , fi ) 是某个概率空间， （G， 穿）是有 Borel 〜代数矽的波兰空间. 
设4是五 xG 中的#0穿-可测子集. 

则存在称为选择函数的 G - 值穿-可测函数 F = Y ( x ), xeE , M ( x , Y ( x )) E 
A 对于 / x- 几乎所有的属于 E - 射影 

fin 

7 r ( A ) = { x : 彐 2/ € G， 使得 ( x , y ) e A } 


的 x 成立. 

注 1. 首先注意到，在这一陈述中， 波兰空间 理解为 可分完备距离空间， 即其上 
存在与所考察的拓扑相容的距离、并且关于该距离是完备可分的拓扑空间. 

在论证 “可测选择”的文献中，可以在关于可测空间 （五， S ) 和 （ G , 穿） 的各种不 
同的假定下，找到（参见例如， [11]) 可测选择存在定理的不同陈述.对于我们的目标 
来说，为简单起见，这里将根据例如 [ 102 ; 第三章，定理 82 ] 或者 [ 11 ; 附录 I ，定理 1 ]; 
与此相对应的是下列命题（陈述上有一点修正） 成立： 

命题.设 { E , S ) 是任意的可测空间， （ G ， 穿）是波兰空间.如果4 € #0穿，那么 
存在普适可测函数 F = Y { x ), x e E , 使得 ( x , Y ( x )) € A 对于所有 a ; € tt ( A ) 成立. 

我们记得，给定在 { E , S ) 上的 G - 值函数 f = Y ( x ) 称 为普适 可测，是指它是 
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多/穿-可测的， 其中孑 = f|p A 是 心代数 4 (关于所有 ( E , S ) 上的有限测度 M ) 的 
交，这里&中的每一个都是#对测度 M 的完备化. 

这样一来，由所陈述的命题可得，存在<?/淨-可测函数 f = Y ( x ), xeB ， 使得对 
于所有 a ; G 7 T ⑷有 （ a ;， r ( a :)) e 

由于多 = n M 咚，故对于每个有限测度 M , 函数 f 当然为 ☆/ 穿-可测.利用 
( G ， 爹）是波兰空间，以及々是€关于测度"完备的〜代数，不难断定（用简单函 
数逼近？)，存在#/穿-可测函数 I 使得 y ? (^- a . s .). 

这样，引理2的断言由上述命题可得. 

4. a ; ) => e ) 的 证明. 设市场无套利，但 e ) 不成立.那么可求得 n e {1，2,…， iV } 
和 P ( B ) > 0的多 n - r 可测集丑，使得对于几乎所有 a ; € S ， 点0不属于 L °( Q n ( o ; ) .)). 

根据引理1中的后一个断言，集合① 

乂 = {( W ，7) G n x R d ： LJ e B , Qn ( oJ , { x : ( 7 ， x ) 彡 0}) = 1, 

Q n ( o ;, { x : ( 7 , x ) > 0}) > o | (15) 

为 ^ n _ i 0 涿 ( M d )- 可测，并且其射影 tt ( A ) 等于 K 

根据关于可测选择的引理2,可求得久^-可测向量 g = g ( u ;), 使得 

Q n «x: (〆£*;» 0}) = 1 ， Q n (cj, {x: ( 咖 ) ， x) > 0}) > 0 

对于 P - 几乎所有 uj ^ B 成立. 

由于集合 B 为多 n -； L - 可测，故函数歹 (0；) = 将为-可测，并且根 

据（15)， ( g , AS n )^0 ( P - a . s .) 以及 P ((^, A 5 n ) > 0) > 0. 

令= 9 h = n , i = l ， …， N , 并根据它们定义自融资策略 tt = (/?, 7 )，使得资本 
P 满足私= 0和 AXf = (%， ASi ). ( 元素啟比如在这 e 1的情形下按照如下 

蠡 

的设想来 定义: 资本 v = (7 i ， 氏)+ A 必须同时等于亡 (7 h A 5,).) 

j=l ’ 

很明显，所构造的策略 7 T 满足 = 0, X [ = 0 xf 于 i < n 成立 ; Xf = X ^^0 
对于所有 i > n 成立； 以及 P ( X ^ > 0) > 0,它与条件 a ') 矛盾. 

5. e ) b) 的证明 • 我们将按照公式# = & P 来构造鞅测度 P e ^ b ( P ), 

其中 

N 

^ — JJ z rn (16) 

71=1 

而 ； 为某个 裊 -可测函数. 

我们考察正则条件概率 

Qn(uj,dx) = P(AS n € dx I ^„_1)(0；), 

①原版和英文版在这里都遗漏下式的标号 (15). 一 译者注 
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它也称为（由⑴，多 n - iL ) 到 （ M ' 涿 ( R d )) 的）转移概率.下面将根据 Q n ( W ， dx ) 以特殊 
方式来构造（由 ⑼多 n -0 到 (B^) (E^R d x ( O , oo )) 的）转移概率 Q^dx.dv), 
使得 

Q ^ cOjdx , ( O , oo )) = Q n { u ), dx ). (17) 

现在运用第 2 点中的讨论，在这里取测度 Q f n { u , dx , dv ) (n = 1 ， ... ， iV ， w e 卬 
作为测度 Q \ dx , dy ). 

记(参见 (5)-(7)) 

A = e ^ x G: J z g (x i v)Q / n (uj,dx,dv) = 1, (p(g) = ^| • 

我们察觉,上面所引人的空间由在 （4) 中定义的元素 p 所组成的 G 是波兰空间 
(对直积拓扑而言).设爹是它的 Borel a - 代数. 

集合 A 为穿-可测，且它在 Q 上的射影 tt(A) (根据假定 e )) 重合于 A 
即 n(A) = 

于是，根据引理2,可求得 G - 值多 n - i -可测函数= 9 n (^ 使得 ( u , 9 n ( u ；)) E A 
对于 P - 几乎所有 even 成立. 

我们在 fix 五上定义函数 

Z n (uj,x,v) = z gn{w) {x,v), (18) 

这个函数为⑭冬可测，且满足 （ P - a . s .) 

/ z n ( uj i x , v ) Q , ( u ;, dx J dv ) = 1 (19) 

JE 


f xz n ( cj , x 1 v ) Q / ( cj J dx , dv ) — 0. (20) 

E 

s \ xpvz n ( u ;^ x , v ) < oo . 

V 

再应用引理2,我们求得，存在多-可测正函数 F n _ 1= Vn ^ Uj ), 使得对于所 
有 ( x , v ) m P - 几乎所有 a ; € 有 

VZ n ( oJ , X , v ) < V n - l { uj ). (21) 

现在转向测度序列（^ = Q ;.( a ;， dx » 的（向后归纳）构造，并对于它们再建立 
相应的函数序列 z n { uj , x , v ), n = iV，iV — 1，… . 

为了这一目标，取 n = iV ， 并令 V N ( u ;) = 1, a; G fi . 设％ = G^(o; ， 屯也） 是 
向量 ( AS Nj V n ) 的正则舄 a -可测条件概率.显然，这一测度的“第一 边缘” 恰好是 
Qn — QN (<^, dx ). 


和 

由（5)， P - a . s . 
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设 z n (oj,x,v) 是用 Qk 对应上述构造 （18) 来定义的，而 Vat - i ( u ;) 是用 z n (uj,x,v) 
对应 （21) 来定义的.于是我们把 Q f N _, 定义为向量 ( ASn - uVn ^) 的正则 
可测条件分布，并且，一般来说，如果已确定，那么我们就根据 （18) 来确定 
0 n (^， Z ， U )， 而 Vn -^ UJ ) 与不等式 （21) 相对应. 

这以后，我们定义 QUl 为向量 （△&- 1 ， K - 1 ) 的多 n - i -条件分布，如此等等. 
记 


乏 nM = Z n (LJ, A5 n (0；), 14(0 ；))， 

(22) 

以及 

JSJ 


IV 

z ( uj ) =n 

Tl—\ 

(23) 

于是，由 （21) 和 （22), 

n( x W • 

由 （ 2 3) 和 （24)， 并考虑到 V N ( u ) = W n ( uj ) = 1, 我们求得 

(24) 


(25) 


其中 Vo ( u ;) < oo ( P - a . s .). 由于多 o = { 0 ， 0 ；}，故 Vo ( co ) 是常数 ( P - a . s .). 
又由的定义以及条件 （19) 和（20)，我们求得， ( P - a . s .) 


E (2 n |^ n - l )(0；) = l 


(26) 


E ( A 5 n i ， n I ^ n _ i )( o ;) = 0. 

由 （26) 得到， EZ ( a ;) = 1, 而这就是说，可定义新的概率测度戸，令 

P{du) = Z(co)P((ku). 

由 （25), 显然有 P 〜 P . , 

由于 


(27) 


(28) 


E | A 5 n | = EZ \ AS n \ ^ V 0 E \ AS n \ < oc , 

以及根据 “ Bayes 公式” (0 M §3 a 中的公式⑷）和 (27), 

E ( A 5 n | ^ n - i ) = E ( AS n I n I ^ n _ i ) = 0, 

故关于测度民序列 J = (&) 是鞅. 

由所引人测度 P 的构造我们得到， P e 外 ( P ). 从而，蕴涵关系 e ) 4 b ) 成立. 

c ) => a ") 的证明 • 设 p e 夕 ( p ) — 0 .于是 S = ( S n )< N 是 鞅.假定 tt 是使 
= 0 和 义义 > 0 的自融资策略. 


I 
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由于 1^ X 1 = 7 nA 5 n , 故= ( X ^ N 是鞅变换，而这意味着，根据第二章 
§ lc 中的引理，义开是鞅.因此， EX ^ = EXS = 0,而这就是说， x ^ = 0 (P-a.s .)， 它证 
明了蕴涵关系 c) 4 a〃). 

定理 A * 得证. 

注 2. 如果不假定 Bn - l . n ^ N , 那么取代对正则条件概率 

Qn{(jJ,dx) = P(A5 n e dx I ^n-l)(^) 

的运作，应该直接涉及下列条件概率的正则 文本： 

G dx ， n _i) (a;). 

相应的讨论要考虑到> 0和为多-可测,其他都一样，没有任何本 
质变化. 



3. 借助绝对连续测度替换来构造鞅测度 


§3 a . 基本 定义. 密度过程 

1•设⑴，多， (^ n ), P ) 为渗透概率-间， n 彡 1. 

我们说，在⑴，多）上定义的测 g P 关于测度 P 绝对连续（记 为: P 《 P )， 是指 
对于每个 A G 多•，由 P ( A ) =0 导出 P ( A ) = 0： 

P ⑷= 0 P ( A ) = 0. 

给定在同^个可测空间 （ Q ， 多）上的测度 P 和？称为等价（记为：？〜 P )， 是指 

P 《 P 和 P 《 P . 

在许多情形下，绝对连续性或测度等价性的要求看起来太强，并且往往简直就 
是不必要的，因为，其实只要把握下列意义下的较弱的局部绝对连续性概念. 

设 p „ = p I 久 是概率测度 p 在 a - 代数 n 淨 上的局限.换句话说， P „ 是定 
义在⑴， &) 上的测度，并且满足对于每个4 ，有‘ 


有 


Pn ( A ) = P ( A ). 

我们说，测度 p 关于测度 P 局部绝对连续（记 为 : P 1 髮 P )， 是指对于每个 n > 1， 

Pn < Pn- 


测度 P 和戶称为局部等价（记为 P % P )， 是指 P 窆 P 和 P 
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比如，若 n = IR 00 , 即有坐标的序列空间 o ； = (xi,X2,***) 5 = cr ( aj ： a ；!,-* - ,X n ) 

为由前 n 个坐标生成的 a - 代数，多 =^( M 00 ), 而 P ， P 是 ( Q } ^) 上的概率测度，那 

么局部绝对连续性 P 1 篆 P 无非就 是有限 维概率分布的绝对连续性. 

我们察觉，如果先验假定， n ^ AT < oo , 那么局部绝对连续性概念和（简单）绝 
对连续性重合.这样，引入“局部性”的概念对于那些时间参数可取无限值 (neN = 
{ 1 ， 2 ，...})的模型有意义. 

除了测度 P 在 a - 代数上的局限 P n = P |^ n 以外，还可考察测度 P 在 a - 代 
数多 r 上的局限 P T = PI ^ T ) 它由这样的集合 Ae ^ 所组成，对于它们来说，对每个 
n 彡 1 ， { t ( uj ) ^ n } HAe ^ 我们强调，如通常一样，多 oc =多（以及 多沈- = V ^ n )； 
参见 [250; 第 I 章， § la ]. 

2 .设？窆 P . 那么《 P „ 对于每个 n € N 成立,并且如所周知（参见例如， 
[439]), 存在 Radon-Nikodym 导数, 它们记为 


dP 

dP 


或 



dP 

dP , 




并且定义为这样的多 n - 可测函数= Z n ( u )： 


P n (i4) = / Z n (oj)P n (dw) y A e ^n- (1) 

Ja 

rip 

注. Radon - Nikodym 导数 以唯一方式确 定只能精确到 P n -不可区分，即，如 

果⑴对于 Z n ( uj ) 满足，并且 （ 1 )" 同样对于 Z f n { uj ) 也满足(把 Z n ( u ;) 替换为 Z ；( o ;)), 
那么 P ( Z n ( u ;) ^ Z f n { uj )) = 0. 

在这一含义下， Z n ( w ) 和 Z f n ( uj ) 都是 Radon - Nikodym 导数的“文本当我们说 

v/P 

到 “ Z n 是 Radon - Nikodym 导数”，并记为^时，那么这自然理解为选取了 

某个 文本， 并且我们对它进行运作.这时，不难看出 r 所选取的文本总可以不仅满足 
P ( Z n ( u ) > 0) = 1，并且也满足 Z n ( cj ) ^ 0对 于所有 u；eQ 和每个 n > 1成立_正因 
为如此, 非负性 要求通常干脆就包含在概率测度的 Radon - Nikodym 导数的定义中. 
以后，我们称离散时间过程 


^ = (^n)n^l 

为（测度 Pn 关于 P n (n 彡 1 ) 的）“密度过程”（或者测度 P 关于满足？ 裝 P 的 P 的 
“密度 过程” )_ 

为了引用方便而引入的下列定理，尽管很简单，但对于密度过程来说是必要的 
重要性质. 

定理.设 p < P . 
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a ) 密度过程 Z = (Z n ) 是非负 （ P ， (多 „))- 鞅， 满足 EZ n = l. 

b ) 设 f = h 其中 # oc - = V ^ n - 那么下列条件等价： 

( i ) P < P ; 

( ii ) 过程 Z = (Z n ) 是一致可积 （ P ， (多 n ))- 鞅； 

( iii ) P ^sup Z n < oo ) = 1. 

c ) 设 T = i ^ f { n : Z n = 0} 是密度过程首次转换为零的时刻.那么也对于所有后 
来的时刻，该过程在下列含义下“停留在零 上”： 

P { a ;: 3n ^ t ( cj )， 使得 一 0} = 0. 

d ) 设 r 是停时.在集合 {t < oo } 上，局限？ T = ? | 义， P T = P | 多；在 a - 代数 
多 r 上(参见第二章 §lf 中的定义 2 )满足《 P T 以及 ( P - a . s .) 

7 dP T / n \ 

Zr= dP~ T ' ⑺ 

e ) 下列等式 成立： 

P (inf Z n > o ) =1. (3) 

f ) 如果 P(Z n >0) = 1 对于每个 n > 1 成立，那么 P < P 以及 

P - P . 

证明 . a ) 由 （1)， 对于乂 e 多 n ， 有 

Pn (^4) = ^( IaZu ) — P „ +1 ( A ) = E (7^ Z n+1 )， 

而这就是说， EI A Z n = E /^ Z n + i . 因此， E ( Z n+1 1 ^ n ) = Z n ( P - a . s .) 对于每个 n 彡 1 
成立.同样明显的是， EZ „ = P n (Q) = 1. 从而， Z 是 （ P ， (多„))-鞅. 

b ) ( i ) ( ii ). 我们重提下列鞅论的经典结果 ([109], 对于连续时间情形也参见 

第三章 §3 b 第4 节)： 

Doob 收敛 定理. 设 X = ( X n ) 是关于测度 P 和流（多 „) 的上鞅，并存在可积随 
机变量1"， im X n > E(y I ^ n ) ( P - a . s .) 对于所有 n 彡 1 成立. 

那么 ( P - a . s .) 收敛于有限极限，比如，^: 


limX n 


(P-a.s.). 


(证明参见 [109] 和许多教科书，例如，[ 439 ; 第 VII 章§ 4 ].) 

为证明蕴涵关系⑴ o (iii) 只需注意到，由于> 0, 故由所陈述的 Doob 定 
理，以概率1存在有限极限 \imZ n . 但 P 《 P ， 因而这个极限也对测度 P 存在且有 

n 

限,而这就是说 ， P fsupZ n < OO ^ = 1. 
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( iii ) => ( ii ). 随机变量族 （&) 的一致可积性意味着 

limsupE (|^ n |/(|^ n | > N )) = 0. 

在所考察的情形下= Z n )， 由 （ iii ), 我们有 

E ( Z n I ( Z n > N )) = P ( Z n > N)^P ( supZ „ > TV ) — 0， N — oo , 

% 

这就证明了 （ ii ). 

( ii ) 4 ( i ). 由 Doob 定理 ，心 — 心 （ P-a.s.). 族 （ Z „) 的一致可积性于是也保 
证了在 P(Q ， 多， P ) 中的收敛性，即 E | Z „ — Zoo 卜0, n — oo. 

对于集合2 G 和 n 彡 m ， 

P ( A ) = EI A Z m = EI A Z n . 

但 E | Z n - Zooh oo . 因此，对于每个 4 e %， 

P ( A ) = EIaZoo . 

应用通常的“单调类”技巧 ([439; 第 II 章§2])，由此得到这个等式在 U 多 n 和 
在多 = a(U^n) (= ^-oc= V 多 n ) 上保持成立. 

这样一来， p < p , 并且尤其有 

dP _ 7 

dP =Zooj 

其中 ZooslimZ ^ 

c ) 为了证明这一性质，我们需要另一个鞅论的经典结果（[109】，对于连续时间再 
参见第三章 §3 b 第4 节)： 

Doob 停止定理 •①设上鞅 X = ( X n ) 满足下列 性质： 存在可积随机变量 Y 使 
得 

X n > E (: Kj ^)， 71^1. 

那么对于任何两个 Mart ⑽时刻 a 和 t , 随机变量和 X T 可积，且在集合 {<7 彡 r } 
上， ' 

E(X r l^ a )^X a (P-a.s.). 

(证明参见 [109], [ 439 ; 第 VII 章 § 2 ].) 

注. 在集合 { u ;: r ( oo ) = 00 } 上 X t { uj ) 的值被假定为等于其中 XJo ;) 
是根据 Doob 收敛性定理存在的极限 limX n ( uj ). 

①英文版中称此定理为 Doob optional stopping theorem (Doob 可选停止定理 ).- 译者注 
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除了时刻 r = inf{n ^ 1 : Z n = 0 } 以夕卜，我们引人时刻= inf{n ^ 1 : Z n > 
1/ m }. 不难断定， t 和 cr m 是停时，即集合 { t 彡 n } 和 { tr m 彡 n } 对于每个 n 彡1和 
所有 m > 1都属于多(我们记得，如果 Z n ( u ;) > 0对所有 n 彡1成立，通常就认为 

t ( oj ) = 00.) 

由 Doob 停止定理， 

♦ 

E (^ o- m | ^ t ) Z t =0 在集合 { u ；: t {( jS ) < CX )} 上成立. 

这就是说， z am l(r < oo ) = 0, m > 1，因此，= oo ( P - a . s .), m > 1，而这意味着下 
列所要求的性质 满足： 


P { o ;: 彐 n > r ( o ;), 使得 ^ 0} = 0. 

d ) 设于是 

E[J A • I {T<oo} -z r ] = Y^ E[/a . ’ (T=n} . ^r] = - I {T =ny Z n ] 

n^l n^l 

=^2 P(A fl /(t = n)) = P(^4 ft {r < oo}), 

n^l 

这就证明了所要求的断言. 


e ) 记 


inf in: Z n < . 


于是，由 d )， 


戸 ( T m < oo ) = E ( Z Tm /( r m < oo )) < 


m 


而这就是说 


p (< °°} 


它等价于所要求的断言 P ( infZ n 

\ n 


>0 


f ) 如果？窆 P 以及 P ( Z n > 0) = 1 ， n > 1，那么也有 P ( Z n > 0) 


对于 A e ，令 




于是，由于 P n ( du ；) = ZnPn (—)， 故 


Qn(A) = / Z^ZnPidw) = P „ ⑷， n^l. 

Ja 


从而， 
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而这就是说 ， P < 民 

这样，定理的所有断言 a )- f ) 都已得证. 

3. 下列“技巧性”引理对于按各种测度计算条件数学期望时有用.以后它将 
被多次运用，并为了引用方便，称它为“重算引理”.下面经常引用的公式 （4) 称为 
“ Bayes 公式”或者“广义 Bayes 公式” （[303; 第7章 ]). 

引理 •设< P „， Y 为有界（或艮可积）多 n - 可测随机变量.那么对于每个 
m 彡 n ， 

E ( y | ^ m ) = ^ E ( yz n | D ( P - a . s .). ⑷ 

证明. 首先注意到，在 （4) 的右端的表达式中， P ( Z m >0) = 1 (参见上一定理中 
的断言 e )). 同时，在集合 { a ;: Z m ( uj ) = 0} 上也有 Z n ( u ) = 0, n > m ( P - a . s .). 考虑 
到这一点，我们 f 认为 （4) 的右端在这个集合上等于零. 

根据定义 ，玢 y | D 是可测随机变量，并满足对于任何 Ae ^ m ,^ 

B[I A -E(Y\^ m )]^E[I A ^Y], (5) 

以至只需断定，对于⑷的右端中的 A -可测函数，有 

E I A .±. E { YZ n \^ m ) = E [ I a • Y ]. (6) 

• m 

由下面一串等式可导出，这实际上是成 立的： 



_ 

E ( YZ n \^ m ) 

p 


E I A 


Z m 


E(l^n I ^m) • Zyn 


E [ I A ^ E ( YZ n \^ m )} 



= WAYZ n ] ( £ } E [ I A YZ m ] = E [ I A Y ), 


其中等式⑷由条件数学期望 E ( YZ n I ^ m ) 的定义得到，而 （/3) 由的义-可 
测性和序列 Z = ( Z n ) 的缺性而成立. 


§3 b . Girsanov 定理的离散版本 . I . 条件高斯情形 

1 . 关于渗透空间 

⑴， , ， (^n)n^uP) 

中原来的“基底”测度 P (局部）绝对连续或等价的概率测度？的构造的一般问题 
的讨论，适宜于从 Girsanov 定理的离散（时间）版本开始； Girsanov 定理是 I . V . 
Girsanov 在著作 [183] 中对于 扩散型过程建 立的，并用来作为对于鞅、局部鞅、随机 
测度、半鞅等等的各种定理的原型（参见例如， [250] 的第 II 章.） 
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设时间参数 n > 1,而 e = ( ei ， e 2 , …）是有下列分布的 多 可测随机变量序列： 

_ 

Law(e n |^ n _i ； P) = ^(0,1). (1) 

特别是，这意味着序列 e 由独立标准正态分布随机变 量&〜 ^(0,1) 所组成. 

除了序列 e = ( s n ) n >1 以外，又设给定可料序列 " = (/ z n ) n ^ i 和 a = ( a n ) n>1 , 满 
足如 和〜为多 n - i -可测（為= {0,0)}), 并且我们将 认为〜 > 0,以便把这个参 
数赋以“波动率”的含义，而〜= 0的观察值可干脆在讨论中排除. 

令 /i = ( h n ) n ^ i , 其中 

九 n = "n + ^ n ^ ri ' (2) 

由⑴得到，（正则）条件分布 P ( h n < • \ ^ n - 1 ) 由下列公式来 定义： 

(l/ —Mn) 2 

e dy , ⑶ 

或者以记号的形式记作 

Law(/l n | 多 n - l ; P) = /(" n ， 巧)， ⑷ 

它是把序列 /I =(心）称为（关于测度 P 的） 条件高 斯序列的基础，其（条件）均值和 
方差分别为 


P ( h n <, x \^ n - i ) 


1 


V 27r ^n 



x 


E(/i n 1i) = /x n 


D (/ ln |^ n - l ) 




•2 

n 


由⑷或 （5) 和⑹我们求得 


E(/i n -" n |, n — 0 = 0, 
D(/l n /i n I ^n—l) = 


如果记 

n n n 

N n = Y ] h k ， A n = ^2 糾， = ak6ki 
k=l k=l k=l 

那么可以说，在条件高斯情形下，量瓜可表示为下列 形式： 

H n = A. n + A / yj , 


⑹ 

⑹ 


(50 


(60 


其中 A = ( A n ) 为可料序列， 而 M = ( M n ) 为条件高斯局部鞅，其平方特征为 

( M) n = f^al 
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记 Wn = f ： % △ = 1.于是（ 2 )可改写为差分形式 

fe=l 

△丑 n = 

它自然可看作下列某个由维纳过程 W = ( Wt ) t ^ o 所生成的 “ It 6 过程及=(坧）的 
随机微分（参见例如， [303; 第4章]和第三章 §3 d ) 的离散 类似： 

dH t = fndt + a t dW ti 

其中是局部漂移，而 ( cTt ) t ^0 为局部波动率. 

把它用到所考察的条件高斯序列 （2) 上， Kirsanov 定理”（正如我们所注意到， 
I . V . Girsanov 是在连续时间情形下得到它的）的 g 散类似所联系的问题在于，是否 
可求得这样的对于测度 P 绝对连续或等价的测度 P， 使得关于它， 序列 h = ( h n ) 变 
为（局部）鞅差.在这一联系中，有益的是要强调， （2) 中的右端包含 两项： “漂移，， 

和“离散扩 散”/ n &， 后者（关于测度 P ) 是鞅差.所陈述的问题本质上在于能否求 
得这样的测度 P < P 5 使得关于它（心）没有“漂移”成分，而只有“离散扩散”，即 
( h n ) 是 (局部）鞅差. - 

2. 在构造测度 P 时，起关键作用的是下列（正）随机变量 序列： 

⑼ } ’ ◎ i. ⑺ 

引理 .1) 序列 Z = ( Z n ) n>1 是有 EZ n = 1 (n > 1) 的 （P， (多„))-鞅. 

2) 设^ = V ^ n , 且满足 “Novikov 条件” 

Eexp (-S ⑼ 2 ) <o °. ⑻ 

那么 Z = ( Z n ) n ^x 是有 ( P - a . s .) 极限值 Zoo = limZn 的一致可积鞅，满足 



以及 

— E(^oo | 多 n ). (10) 

证明 .1) 这一断言显然，因为对于任何 fc ^ 1 (^) = {0,^}), 

Eexp {^ £fc ~Ks) 卜} =1 ， ㈤ 

这一等式由化的为可测性和条件高斯性⑴费到. 



•438* 第五章随机金融模型中的套利理论.离散时间 


2) 在条件⑻的假定下，族 （ Z „) 的一致可积性的证明相当复杂，它可在 A . A . 
Novikov 的原创著作 [368] 以及许多专著（参见例如， [30 3 ; 第 7 章]， [402]) 中找到. 
然而，在略强的条 件下： 对于某个 e > 0， 

Eexp |( i +£ ) g (^) 2 }< oo , (12) 

族 ( Z n ) n ^ l 的一致可积性的证明就比较初等.因此，提出这一证明就比较 合适; 我们 
将在本节的最后来这样做（参见第5点). 

3. 固定某个 N 八 并且我们将只考察对于 n ^ N 的序列 ( h n ). 为了简化记 
号，我们将认为多 ■ =办,并且 P N =： P\^ N = P . 

由于办 > 0以及=1，故在 （ n ， 多）上可引入概率测度 p = ?(心);令 


P(du) = ZN(u)P(duj). 


(13) 


我们强调，这里不仅有 p < p , 并且也有 p 《民因此， p ^ p . 

我们考察序列 ( h n ) n ( N 关于测度 p 的性质. 

由 pa 中的 “ Bayes 公式”⑷，对于每个 A e IR 和 n 彡 AT ， 我们有 ( P - a . s .) 


E (e iXhn I ^n-i) = E (e( iAoVl D en+iAMn -K#) 2 I 

=E ^e( iA<Tn ~^) Gn ~i( iX<Tn ~ ^) 2 

xei ( iX € rn ~^) 2+ iXfXn ~ i (^) 2 1^]) 

=e 2 , 

其中利用了 ' 

£ e ( iXa n -^)€ n ~ i ( iXcr n -^) 2 = ^ 


(14) 


以及 g 为多-可测. 

所得到的等式 

E (e iXhn | ^n-i) = e -孕 (P-a.s.) (15) 

说明，关于新测度民序列 A = (/ i n ) 仍然是条 件高斯 序列，但已经有零“漂移，，项 ： 


Law(〜 | ^n-i ； P) = ， (0, #)， (16) 


而这样一来， （ 5) 和 （ 6) 的类似关系式在这里变为 

E (/ i n |^ n - l ) = 0, 


(17) 

(18) 
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从直观的视角来看，可以说，从测度 P 到测度 P 的转换，零化（“消 灭”） 了序列 
h = { h n ) n ^ N 的漂移 " = ( pn ) n 《 N ■> 并保持同样的条件方差. 

由 （ 16) 也可断定，如果 f = (£ n ) n ^ N 是有分布为 

Law ( e n I ^- 1 ； P )= 彳 (0, 1) (19) 

的义-可测随机变量的序列（这样的序列总可构建，当然，其中要考虑扩充原来的概 
率空间)，那么 

Law (/ i „, n ^ iV | P ) = Law ( cr n ? n) N \ P ). (20) 

由此可见,关于新的测度 P ， 序列 ( h n ) n ^ N 本身作为局部鞅差来引 
人同时，关于原来的测度 P ， 类似的性质 （20) 有这样的 形式： 

Law (/ i n - fi n , n ^ N \ P )= Law ( a n £ n , n ^ N \ P ), (21) 

我们现在改变考察的顺序. 

我们将为舾度 P 和序列办=(心）是原来的，而对于它们来说，性质 （20) 成立. 
于是在测度？向测度 P 转换时（与公式 （ 13) 相对应)，我们得到性质 （21), 它可以解 
释为局部鞅差 ( cT n £ n ) n ^ N 出现了漂移.正是这样的解释，看来对于陈述在测度的绝 
对连续替换下关于局部鞅变换的相应的一般结果来说，最为适用（参见以后的 §3 d ). 
在概述所得到的结果以前，我们注意下列关系. 

设不依赖于 a ; (= W ). 那么由 （14), 我们用递推的方式求得，对于 Afc e 

e {1 ， …. ， N}, 

百 = E Xkhk E ( e iXNhN | 

= e -%^E ( e Oh)= … = e _* Efc - =1 制 

从而，关于测度 P 序列 ( h n ) n 《 N 是有零均值的独立正态分布随机变量心~ 
^(0,^) 的序列.（这点也可由(17)-(20)来断定 .） 

这样，我们以下列定理的形式引人所得到的结果，它自然称为 Girsanov 定理的 
离散类似. 

定理. 设 / i = ( h n ) n ^ N 为条件高斯序列，满足 

Law (/ l n | ^ n - l ； P ) = ^(/ i n , CTn ), 71 N . 

设名 V = 多以及测度？以 密度心 用公式（ I 3 )来定义 ，而心 用公式⑺来给定. 
那么： 

1) 关于测度民序列 /I = ( h n ) n ^ N 是条件高斯 序列： 

Law (/ i n I i ; P ) = ^(0, cr ^), n < iV ; 
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2) 如果 d = al { u ;) (n ^ N ) 不依赖于 o ;， 那么关于测度 P 序列 h = ( h n ) n<N 
是独立高斯量的 序列： 

Law (/ i n | P ) = n ^ N ; 

~ 3) 如果多 = V^n, 并满足条件 （8)， 那么性质 1) 和 2) 对于所有 n > 1对测度 

P 保持成立，使得 P ( dw ) = Z ^ Pidw ), 其中 Zook ) 在⑼中定义. 

4. 我们察觉,在按公式 （13) 和⑺来构造测度时，直接参与的是在 / i n (= & + 
( Tn £ n ) 的定义中的序列 （/ Xn ) 和 K ). 在这一联系中，同时也为确立在考察 Esscher 
变换时的值 a n ( uj ) 的特殊选择程序（参见 §2 d ) 的联系，我们考察由下列量来定义的 
过程族妒)= (^ 6) )^ n ^: 

z k b) (^) =exp|-^6 fc e fc (22) 

x fc = l / c = 1 ) 

其中 & = bk [ ui ) 为 多可测. 

由于 EZ ^( J ) = 1, 故可在上定义概率测度 

P { b ) ( cko ) = Z ( ^( uj ) P ( cLj ). (23) 

关于这个测度,条件数学期望 

E( b )(/iJ 鳥- 0 =— 心―化. (24) 

^71 

由此很明显，在 “Girsanov 定理”中对特殊值 (n ^ N ) 的选择，正是为了 

使得在这样的选择下，序列 /I = { h n ) n ^ N 变为 局部鞅 2 
同时，如果 X . n = fi n + e n , 那么函数 

( f n ( a ; co ) = E ( e aXn I = ei a2 ~ a ^ n . 

由此可见， 

mi(f n (a]uj)= 外 (a »)， 

CL 

只要 a n ( tj ) = fi n , n ^ N . 

正是在 § M 中借助于 “ Esscher 变换”构建使序列 （ X „) 变为鞅差的测度时曾经 
利用过这些“极端”值 a n ( u ;). 

因此，在所考察的情形 （a = 1) 下，无论是 “ Girsanov 变换”，还是 “ Esscher 变 
换”，都导致同一个测度艮 

5 -我们引人下列命题的 证明： 在条件 （12) 的假定下， （7) 中定义的心所形成 
的族 Z = ( Z n ) n>1 一致可积. 
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设 /?n 


以.于是条件 （12) 取下列 形式： 存在 5 > 0, 使得 





Eexp < + < 00 


(25) 


对应于⑺ 


n 


n 


Z n = exp \ ^ p k e k - 2 f » n ^ 1 


fc=l 


(26) 


k 


设 £：>0 和 p > l •令 


^ = exp 彳 （1 + e) t p k ek 


p(l - he ) 2 


E 烕， 


(27) 


k 


k 


< 2) 


exp 





(28) 


/ fc=i J 


为证明所要求的族 ( Z n ) n > l 的一致可积性,只需指出（参见例如， [439; 第 II 章， 


§6,引理3])，对于某个 e > 0 


sup EZ ^ +£ < oo . 


(29) 


n 


由于 


zXM 2 )， 


故由 Holder 不等式 （1 /p + 1 /g = 1)， 

EZ^ S = .E^^ ^ [E( 4 1} ) P 


1/p 


E (< 2) ) 


q 


i/q 


E (^ i 2) ) 


Q 


1 /Q 


(30) 


其中我们利 M 了（参见 (11)) 


E(^))p = 1. 


令 p=l + J ， g=(l + 6)/5, 其中 6>0, 满足条件 （25). 选取 e > 0,使得 


^(1 + ^ 


S 2 


(1 + 5)(1 + 2 S ) 


(31) 


于是 


(必 2) ) 9 < exp - + 



2 


gg(l + g)(l + g ) + 
2(^1) ^ 


哈 2 } 


< exp 


而这就是说，由条件 （25), 



)e 4 







sup EZ ^ < 


n 


sup 


E (4 2) ) 


g 


n 


1/9 




Eexp ( - + 5 


) E 晚 

7 k=l ■ 


1/9 


<00 


这就证明了所要求的族 （心） 的一致可积性. 
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§3 c . 条件高斯分布和对数条件高斯分布情形下的价格的铁性质 


1•设⑴，多，(多 „), P ) 为原来的渗透概率空间， n 彡 0. 在考察使规范价格 | = 

ts 

为鞅的鞅测度问题时，我们先转向带点理 想化的 （5,的-市场模型， 认为 B = 


( B n ) 有凡三1以及 S = ( S n ), 其中 





So + H n , 


n > 1， 


⑴ 


其中丑„ = Sq = Const . 我们也将认为 ， /i = ( ft n ) 是条件高斯序列 ， /in = 

\ln + CT n e n , 其中 / in 和为多 n - 1 - 可测 ， e = ( e n ) 为独立 ^(0, 1)- 分布多 n _ 可测随 
机变量 ( n 彡 1) 的序列（参见更详尽的上一节). 

尤其是,现在假设， 价格& 可取负值.这里也带有上面提到的“理想化然而， 
我们察觉，正是 L . Bachelier 在 [12] 中也考察了类似的模型.（关于这方面的详情参 
见第一 1 章 §2 a .) 

假定如三 0. 于是 

S n = Sq + 〉: <7/ c £ fc . (2) 

k^n 

由量〜的為 —1- 可测性和性质 E ( e fc I m = 0,由 （2) 得到，在所考察的情形 
下,价格序列 S =收）是鞅变换，因而,它是局部鞅(参见第二章 § lc 中的定理).如 
果补充假定，比如 E | a fc e fc | < oo , k 彡1， 那么序列 S = (&) 将关于原来的测度 P 是 
鞅.（关于局部鞅是鞅的一般条件，参见第二章中的 § lc .) 

现在设如 X # 所有 n ^ N 来说不恒等于零. . 

在这一情形下， Girsanov 定理的离散版本 (§3 b ) 给出测度的构造方法(参见 
§3 b 中的⑻和⑹)，使得关于该测度，当 E \ a n e n \ < 00 对所有 n ^ N 成立时，序列 
( S n ) n ^ N 是局部鞅以及（简单)鞅. 

* 

2. 现在我们考察更现实的局面，认为在（尽 S )- 市场上 

S n = S 0 e Hn , (3) 


以及 B n = 1, n ^ N . 

在第二章 § la 中，已经注意到，从统计分析的视角来看适用的“复利 (compound 
return )” ①型表示式（3)，对于随机分析的目标来说，并非总是适用的.原因在于，在 
研究序列5 
列5 = 


=⑹）的“鞅性”时，期待这样类型的 断言： “为使表示为形式 （3) 的序 
( S n ) 为鞅，只需序列丑= ( H n ) 为鞅然而，一般来说并非如此，以至这也 


解释了为什么要转向 （“ 单利 （simple return )”） 表示式 

S n = SQ <^( H ) n , 


® 英文版把这里和下面“单利”的英文术语中的 return 都改为 interest 


⑷ 

译者注 
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其中（参见第二章中的 § la ) 


H n ^ H n + △办- AH k - 1), 


⑻ 


k^n 


以及 雄）= (^( H ) n ) n ^ 0 为随机指数，它根据苕= ( H n ) 按照下列公式来 确立: 


^{ H) n = J](l + AH k ) e ~ AS \ n > 1， 


⑹ 


fe^n 


以及 雄) 0 


无论是在⑻中，还是在⑹中，右端当然都可以简化改写为下列 形式: 

Hn = _ 1 )， 

k^n 


⑺ 


m ) 


Il( 1+A ^)- 

k^n 


⑻ 


然而，有益的是要再次注意到（参见第二章中的 §la 和第三章中的 §5 c ) ? 在考察 
对于连续时间的类似表示式时，“正确”形式是 （5) 和 （6) 类型的表达式，而不是 （7) 
和⑻类型的表达式，其中联系着对应“求和 [ m ” 和“求积 Us ^ t n 中的收敛性问 
题，因为在连续时间情形下，一般来说，对于每个？ > 0,就已经有 i 限多项. 

与 （3) 相比较，表示式⑷的优点在于下列命题 成立： 

命题•为了⑷中所定义的序列 S = (5 n ) 为鞅，只需序列 H - ( H n ) n ^ 为局部 
秩，且△瓦彡 -1 对于每个 71^1 成立. 


事实上，由⑹或（8)，对于 n ^ l , 


A ^( H) n = ^( H ) n ^ AH n . 


⑼ 


假定 ( H n ) 是局部鞅，而这就是说，作为鞅变换（参见第二章 § lc 中的引理)，它有下 
列表示式： 


丨轚 

H n = y^ J afcAMfc 


( 10 ) 


k 


其中有多可测的和某个鞅 M = ( M n ). 


由⑼和 （10) 可见， 




即 雄) 是鞅变换，而这就是说，它也是局部鞅. 

如果△瓦彡-1，那么显然有 S { H) n > 0. 因此，根据第二章 § lc 中的引理，局 
部鞅 雄) 其实就是（简单)鞅. 



• 444 


第五章随机金融模型中的套利理论.离散时间 


在我们所考察的情形下，条件 AH n ^ -1 满足，因为 

AH n = e AHn -1^-1. 

3. 我们将假定，量心= AH n 是条件高斯变量，并且 h n = fi n + a n e n . 在这一 
情形下， 有 S n = S 0 e H - 的序列 S = ( S n ) 自然称为 对数条件高斯 序列,它与 §3 c 中 
的名称相呼应. 

我们先提出这样的 问题: 在怎样的条件下，序列 S = (&) 将关于原来的测度 P 
为鞅？ 

为此，正如我们上面所看到，只需有△瓦= e △〜-1的序列分=(瓦）为局部 
軟，即 E (| △瓦 11 ^ n _ i ) < oo 和 E (△瓦 | ^ n _ i ) = 0, 或者等价的 



E ( e △应 n | = 1 ( P - a . s .). 

螫 

(11) 

由于我们假定 AH n = fi n -\-<r n £ ni 故条件 （11) 可赋以卜夕！1形式： 



E ( # n + 仏丨 U = 1 ， 

(12) 

它等价于 

E ( e 仏 = 

(13) 

左端等于 

尤其是，我们得到条件 



2 

= 0 ( P - a . s .), n > 1. 

(14) 


这时，对数条件高斯序列 


S n = So exp + o~fcgfc)| ， n ^ 1, 


关于原来的测度 P 是鞅.这一结果当然容易预见，因为正如我们已经注意到，序列 



(15) 


是鞅. 

4. 现在转向条件（ I 4 )不满足的情形. 

设 n < iV. 我们将在 多 N =， 上借助于条件 Esscher 变换构造下列形式的所要 
求的测度- 


P(dw)^ Z N {uj)P{dw), 
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其中 Zn ((^) = FI ^n(^) 以及（爲= {0，D}) 

l^n^N 


之 n (⑴） = 





E(e a 丄 |^n-i) 



其中可测量叫 = a k (u) 将选择为使序列为（？，(多 „))- 鞅. 
在所考察的情形下，当价格由公式⑶给定时，这就意味着必定满足条件 


E [ e (知 +i)h 丨 = E \ e a n h n j t ^ n _ l 

L * 


(17) 


考虑到 /in = /in + a n e n , 我们求得，等式 （17) 满足，只要把 a n 选择为使得 


Mn + 


—— 
2 


= — a n a ^ 


(18) 


即 


an= ~%~ (i9) 

如果对所有 n < W 条件 （M) 满足，那么 a n =0 以及 Z N = 1 ,即测度 P = P. 
在选择时，根据 (19), 


E ( e 0 ^|^ n _ 1 ) = exp|-^ + ^J. 

从而， 

Zn== E(e^lk- 1 ) =eXP {~ fe + T) ( 宕 + ?) }， 

以及 


这样，由 




Sn = S 0 e Hn , H n = …+ h n , h n = + cr n e n 

所组成的序列 S = (S n ) n ^ N 关于测度 P 是鞅，其中 E& = 说， P 关于测度 P 的密度 
Z N 由公式（ 2 0) 给出. 在对于 n^N 满足条件 （14) 的情形下，测度 P == P， 并且序 
列为 （P， (多 n))_ 軟，即关于原来的测度 P 为鞅. 
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§3 d . Girsanov 定理的离散版本 . II . —般情形 

1. 正如我们在上面已经注意到，对于条件高斯情形的 Girsanov 定理的离散版 
本可用来作为对于有心=△丑 n 的随机序列好= ( H n ) 的相应结果的 原型； 这是比 
U h n = Mn +更一般的结构. 

为了求得推广的“正确”形式，我们再来分析上面引入的（在条件高斯情形下的) 
下列命题的 证明： 


loc 


“如果 P 《 P , 那么 E(/l n I ^n-l) = f^n 


E(/i n I ^n-i) = 0, n > 1.” 


在 §3 b 中给出的这个性质的证明本质上依靠条雖学期望的计算公式(参见 §3 a 
中的⑷)；（在 P 窆 P 的假定下）把它用于 Y = H n 以及 E \ H n \ < oo , m = n - 1，就 
有这样的 形式： 


E ( H n I 


Z n 


E ( H n Z n I ^ n - i ) ( P - a . s -), n 彡 1. 


⑴ 


这里巨是关于测度？求均值，而当 &_+) = 0时，右端被认为是零.我们也认为， 
^0 — {0, S 7}, Zo ( cj ) = 1. 

我们指出，怎样可由公式 （1) 容易导出下列 结果： 


loc 


“如果 p 《 p ， 那么丑 e ^( P ) hz e i ( p )，， 


⑺ 


其中 J ( P ) 和 ^( P ) 分另![表示关$测度 P 和 P 的鞅类（电见第二章 § lo ). 

其实，如果孖 e JK { P ), 那么 E ( i / n |^ rl ) =队― i ( P - a . s .), 并且由⑴可得， 
iJ n _ iZ n _i = E ( H n Z n I ( P - a . s .). 这个 P - a . s . 成立的等式也将 P - a . s . 成立. 

事实上，在集合= 0} 上,等式的左端和右^都为零，因为在这个集合上 
也有仏 = 0 ( P - a . s .). 在集合 {^ n-l > 0} 上测度 P 和 P 等价（其含义为 P ({ Z n _! > 
0 } n 4) = 0㈡ P ({ z n _! > 0 } n A ) = 0 对于 a g ^ n - i 成立)，而这就是说，所指出 
的关系式的左端和右端也对于测度 P 重合.因此，⑺中的蕴涵关系得证. 

类似地有，如果丑 Z € ^( P ), 那么 U n _ x z n - x - ^.( B n Z n \^ n . x ) ( P - a . s . 和 
P - a . s .). 因为 Z n _! > 0关于测度 P 成立，故 


H n - 




E ( H n Z n I ^ n - i ) ( P - a . s .). 


由此和公式 （1) 得到，丑 e ^ T ( P ). 

值得注意的是， §3 a 中的 “ Bayes 公式”⑷（以及特别是公式 （1)) 可由断言⑶ 
中的蕴涵关系4来导出. 


loc 


其实，设多测量 Y 满足 E | Y | <. OO 和 P 《 P . 

我们以心= | D 来构成鞅 (H P ) m ^ n . 于是，根据（2)， 


E(yz„ ID = HmZm (P-a.S.). 


3. 借助绝对连续测度替换来构造鞅测度 
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特别是， E ( YZ n | - i / n - iZ n _ x ( P - a . s . 和 P - a . s .). 

由此得到，由于 P ( Z n _i > 0) = 1,故 

-^ E ( yZ n |^ n _ 1 ) = J ff n _ 1 ( P - a . s .). 

^n-1 

它与等式 h = E ( y |^ n _!) ( P - a . s .) 一起就证明了 “重算 引理” 中的 §3 a 中的 
“Bayes 公式” （4): 

“如果 P 《 P, 那么 E(y I ^ n _i) = —E(rz n | ^ n _!) (P-a.s.).” 

这样一来，性质⑶可看作“重算引理” xSl 度的绝对连续替换的独特的“鞅” 
文本. 


2. 结果（ 2 )很有用,它的某个“局部”文本也一样,后者可陈述为下列命题形式 
(比较 [250] 中的第 III 章 §3 b ). 

loc 

引理. 设 P 《 P，Z = ( Z n ) 为密度过程， 


z n = 


dP n 

dPn 


其中 Pn = P I 多 n ， P n = P I ^ n . 

设孖 =( 凡，久）为随机序列 • 

a ) 序列丑是戸-鞅 （if e Jj ({ P )) 当且仅当 //Z =(丑，久）是 P - 鞅 (HZ € 
i ( p ))， 即蕴涵关系（ 2 ) 成立： 


He ^( P ) ^ HZ e ^( P ). 

b ) 此外，如果戸％ P ， 那么序列丑是局部 P - 狭(丑 G ^ ioc ( P )) 当且仅当丑 Z 是 
局部 P - 鞅 (HZe ^ ioc ( P ))： 

He ^ loc ( P ) HZ € ^ ioc ( P ). (3) 

证明 _ a ) 这个断言已经通过导出公式 （1) (其本身也有意义）而得证.但它也可 
只利用鞅的定义来证明. 

取 m < n 和乂 €多爪.于是 l ( I A H n ) = E ( I A Z n H n ), 而这就是说， 

WaHu ) = E ( I A H m ) ^ E ( I A Z n H n ) = EilAZnHrn ), 

4 

但 E ( I A Z n Hm ) = E (/ A Z mJ ff m ). 因此，丑 € ^ T ( P ) ^HZe ^( P ). 
b ) 设 （ r n ) 为对于丑 Z e 篇。 C ( P ) 的局部化序列，并且 t = limr n . 

我们指出，丑 Z e ^ loc ( P ) => He ^ loc ( P ) (甚至仅仅在 P < P 的假定下). 

设（〜）是对于丑 Z 的局部化序列.于是如果 T = Umr nj 那么 P(t = oo ) == 1，并 
且（由 P < P 和 §3 a 中的定理的性质 d )) P( T < oo ) = EZ r I(r < oo ) = 0. 
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因此， P(T = 00 ) = 1. 

我们察觉， 


(H^Z) k = Hl n Z k = {H k Z k y- + H Tn (Z k — Z Tn I(k ^ r n )). 

由此可见， H'Z $P- 鞅，并且根据断言 a )， 丑 〜 e i (戶).但 P(limr n = oo ) = 1 .这 
就是说，丑 G ^ loc ( P ). 

反之，我们指出，在 P - p 的假定下， 蕴涵关系丑€ ^ loc ( P ) mze ^ loc ( P ) 
成立. . ：I 

设 （ an 』 是对于只 e ^ loc ( P ) 的局部化序列.因此， P ( lim < j n = oo ) = l 以及 
H an e ^( py 于是根据性质 a ), me JK { P ), 并且由于（比较上述对于 
的公式)，有 ' 

{HZ)l- = H^Z k - H an (Z k - Z an I{k > r n )), 

故 (HZ)l n e M{9). 但由 P< P, 概率 P(lima n = oo ) = 1. 因此，丑 Z € ^ oc (P). 
引理得证. 


3. 性质⑴，⑺和⑻在检验序列 (H n ) ， (S n ) ， (S n ) 等等关于某个测度 P 的 
问题上起关键作用，因为它使得有可能把这种检验变为建立序列 {H n Z n ), (H n Z n ), 
(S n Z n ) 等等关于原来的基底测度 P 的鞅性质. 

在实质上，我们已经在条件高斯情形下证明 Girsanov 定理的离散类似时用过这 
一点，其中 H n = h 1 -\----\- h n 以及 h n = fi n a n e n , N ， 而测度 Pat 的构建是借 
助于密度 



来实现的，而密度是根据 （ W ) 和（^)明确构造的. 

然而，在一般情形下，对应的测度的构建问题是相当复杂的.在条件高斯情 
形下，密度〜畔形式简单实质上是因为所给定的量凡的简单，其中 △札 三 h n = 

Girsanov 定理对于离散时间情形的推广有各种不同的形式. 

为了更好地理解以后的作为 Girsanov 定理的推广的结果，把上面所引人的对于 
条件高斯情形的结果 （§3 b 中的定理）适当改变陈述是有益的. 

令 

— ^ I^n—1 > 0 ). ( 5 ) 


于是 



⑹ 
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并且如果 M n = L Ck £ ki 那么= ( M n ) e ^ ioc ( P ) 以及不难指出 

k=l 

» 

E(a n AMn I 多 n-l) = -"n. ⑺ 

尤其是，不触及这里的可积性问题，我们可把 §3 b 中的对于条件高斯情形下的 
定理结果表示为下列 形式： 

M e ^ ioc ( P ) E ( a n e n I ^ n _ i ) = 0 ， n < AT , 

^ + (7 n S n I ^ n—l) = Mnj ^ ^ ^i 

^ E(/l n I 多 n—l) = Mn? 71 < AT, 

=> E ("„ I ^ n — l ) = 0， N ， 

E ( AM n + / x n I ^ n - i ) = 0， n ^ N , 

-^=>- E ( AM n — E ( a n AM n | ^ n - i ) \ ^ n - i ) = 0 ， n ^ N . 


換句话说，由 M e ^ioc(P) 导出，关于测度 P(^) = 

ZN { u )) P { dw )^ 序列 M = 

一 

71 


• 

f V 

M n = M n - ^2 E ( afcAM & | ^ k ~ i ) 

fc=l 

⑻ 

是局 部鞅： 

M e -#ioc(P) => M g ^ioc(P). 

⑼ 


在刚才叙述的材料中，重要的是要区分出下列状况，它联系着在这里考察的序 
列丑= ( U n ), 其中 AH n =如+ AM n ) 其基本重点在于孖的“鞅” 成分. 按其实质， 
f 们是在“追踪”测度的绝对连续替换怎样改变軟部分.正如我们所看到，关于测度 
P 序列 (M n ) 已经不将 是鞅： 它表示为形式 

n 

M n = ^2 E(o ； fcAMfc-| ^fc-i) + M n , 
k=l 


其中 M = (瓦）是艮鞅，而乂 = (A n ) 是某个“ 可料” 漂移，这里 


A n = ^2 E ( a fcAM fc I ^ k - i ). 
k=l 

正是在测度的绝对连 _ 替换时 @ 现这一补充移”项，才有可能在原来的序列好= 
( H n ) 中通过向满足 P < P 或 P 装 P 的测度 P 的转换来“ 减少” 漂移成分. 

4. 在上面给出的（对于条件高斯情形的） Girsanov 定理的离散版本的陈述中的 
着眼点，在于有可能对 于不具体化的 局部鞅 M n = f ： a k £ k 陈述下列一般结果. 

Jfe=l 
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定理 1. 设序列 M € ^ loc ( P ), M 0 = 0. 假定 P 窆 P ， 其密度 n 彡1， 


并设 ct 


Z n 


dP 


Z n - 



1 〉 0)， 且為） 三 1_ 又设 


E (\ AM n \ a n I ^ n - i ) < oo ( P - a . s .)， n ^ 1. 


( 10 ) 


那么在⑻中定义的过程立 =( M n )e ^ioc(P), 即它是局部 鞅. 

证明.再次运用 §3 a 中的 “ Bayes 公式” （4) (正如在 §3 b 中对条件高斯情形所证 
明的那样)： 


E(M n | ^n-i) == E(M n a n ) I ^ n -i) 

=E(a n (M n - M n _i) [^n-i) + E(a n M n _i | ^ n _i) 

=E(a n AM n I ^ n -i) + M n _i. (11) 

因此，由假定 （10)， 有 （ P - a . s . 和 P - a . s .) 

巨 (|M n | I ^n-l) ^ EdanAM^I I ^n_i) + |M n _x| < OO. 

由 （11) 和⑻直接可得， E (| M n ||^_ 1 )< oo 以及 

E(Mn| ^n-l) = M n _i, (12) 

即 i 是广义鞅，而这就是说(第二章 § lc ), M 也是局部民鞅. 

5. 现在设原来的 序列丹 = ( Ahy 由下列方式 给出： 

H n = A n + Af n , (13) 

其中>1 (人) n > i 是可料序列04„为久― 1- 可测 ， n ^ 1; ^, = {0,^}, 也= 0) 并 

且 AT = ( M n ) n ^i e ^ loc ( P ). 

由于对于局部鞅 E (| AM n | \^ n - i ) < 00 ,故 


E(|A//n| I ^n_i) < |^ 4 „| + E(|AM n || ^n-i) < OO, 

而这就是说,对于凡， n 彡1，下列表示式 成立： 

n n 

H n = Yl E (△机 I A - i ) + E [△孖 k - E ( AR k I ^_!)], (14) 

fe=l fc=l 

我们称它为序列 if = ( Bn ) n ^ l 的广义分解（参见第二章中的 § lb ). 
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正如在通常的 Doob 分解中那样，带有可料 ( A n ) 的形为 （13) 的表示式是唯一 
的，因而，在 （13) 中 


k=l 

n 

l = ^][Ai? fc -E(Ai7 fc |^_ 1 )] 


k 


前面的定理 i 有下列简单的推广. 

定理 2.设 a = ( ff n ) n>1 有广义 Doob 分解 (14), 且满足条件 (10). 
那么关于满足 P 《 P 的测度 P ， 序列 H = { H n ) n>1 有表示式 


H n = A n + 


(15) 

(16) 


(17) 


或者，等价的 


H n = ^ k - i ) + J 2 ^ AHk - ^ AHk I (18) 

k=l k=l 

(广义 Doob 分解)，其中 

n 

An = A n + E ( a k AM k I (19) 

k=l 

而序列 M =( M n ), 

n 

M n = M n -^2 E ( afcA / f fc I c ^ fc - i ), (20) 

k=l 

是局部 鞅 （M G ^ loc ( P )). 

证明 • 由定理 1 中取 M = ( M n ) n ^ i 为 M n = H n - A n 而得到. 

6. 在定理 2 的条件下 k 定 M 和 Z 是（局部）平方可积軟.在这一假定下，定义 
它们的可料二次变差 ( M , Z ) = ({ M , Z ) n ) n>0 , 其中 


( M ， Z} n = ^2 E(AMfcAZjt I 多 fc - i )， (21) 

k=l 

它在第三章§奶中曾经称为 M 和 z 之间的“角括号我们记得，还有序列 x = 
( x n ) n>Q 和 f = ( Y n ) n>0 之间的方括号，它是指如下定义的随机变量序列 [ x , r ] = 
([^^]nW0 ： 

n 

lX,Yj n = ^AX k AY k . (22) 
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由 （21) 和（2 2 )得到，在（局部）平方可积^的情形下，差 [ M , Z ] - ( M , Z ) 是局部鞅. 
(参见 [250; 第 I 章, §4 e ].) 我们也将假定 P % P . 于是 Z n >0 ( P - a.s •和 P - a . s .) 以及 

A 〈 f’ Z 〉 n = E [ AM f = E[K - l ) AM n I u 

^n—1 ^n—l 

= E [ a n AM n I ^ n - i ]- (23) 


我们察觉,如果平方特征 〈 M > (三 〈 M ， AT 〉） 满足 { M ) n ( u ;) = 0, 那么也有 〈 M ， Z ) n ( uj )= 


0. 因此， （23) 中的左端可表本为下列 形式： 

△ y〉 n - - a n A ( M ) n , 

^ n—l 

其中 

A ( M , Z) n 

如果 A { M) n = 0, 则认为 A ^ f n 比如等于 1. 

A ( M) n 

这样一来， （19) 可记为下列 形式： 

(24) 

71 

■ A n = _ A n _ ^ 

k=l 

(25) 

由此可作出关于原来序列丑的（对测度 p 的）结构的有意思的 结论: 如果关于测度 
P%P 这个序列变为局部鞅 (A = 0), 那么必定有 

n 

1 

= afcA ( M)jt + M n , n 彡 1， 

fc=l 

(26) 

或者，用增量的术语来说， 


△丑 n = a n A { M) n + AM n , n > 1. 

(27) 


7. 直到现在为止,我们所有的讨论都是 从具有 没有具体化的测度？出发的，其 
结构或序列 a = ( a „) 的结构由下列 Radon - Nikodym 导数来定义： 


dP 

dP 


71 


n 


n 

= 

fe=l 


n > L 


(28) 


由 （ 2 3) 和 （24) 可见， 


a n A { M) n = E[(l - a n ) AM n \ ^ n - i ], (29) 

由此可观察到，把这个关系式看作关于 （多 n - 可测的） a n 的 方程， 它有下列（一般来 
说不唯一的） 解： 




(30) 


. 借助绝对连续测度替换来构造鞅测度 


自然，对于我们的目标来说，适用的仅仅是那些满足 P ( a n > 0) = 1 (n ^ 1) 的解.如 
果是这样，那么就有 


dP 


JJ(1 — afcAMfc) 二 # { — ^afcAMfc 
k=l \ 


其中 # = (^( R ) n ) 是随机指数(参见第二章 §1): 


(31) 


^(R) n = e R - H(l^AR k )e~ ARk = JJ(l + Ai4). 


(32) 


设戸是概率测度，对于它来说，其局限 P n = P \^ n 按公式 （31) 来建立 ： 关 
于这个测度，原来的序列丑= ( H n ) 满足关系$ (27), 并变为局部鞅，因为△足^ = 
a n A { M) n H - E ( a n AM n | ^ n - i ) = 0, n > 1 以及烏 = 0. 

正如上面所注意到，这一概率测度 g 称为鞅 （风险中性）测度， 一般来说，它不 
是唯一的.然而，它有一定的 优点： 首先它可用系数 a = (^)来 用显式 建立; 其次， 
具 有某种“最小”性质，这使得它有 最小鞅测度的 名称， [429]. (也参见第六章 §3 d 第 
6点 .） 


§3 e . 整值随机测度及其补偿量.在绝对连续测度替换下的补偿量变换. 
“随机积分” ® 

1. 设丑= ( H n ) n ^ 是给定在渗透概率空间 (^ n ) n ^ o , P ) 上的随机变量 
H n = H n ( uj ) 的随机序列.我们将假定丑0 = 0和為= {0,^}. 

序列丑的概率分布记为 Law (丑)，它可用两种方法来 描述： 或者是用量丑 i ， 
的 无条件 分布： 


Law(^i,i7 2 ,*** ， - ^n), n > 1, (1) 

(等价于给定 l ^ w ( AH u AH 2 , …， AH n )， n ^ l ) 或者是用量的（正则）条件 
分布： 

P ( AH n G n 彡 1. ⑵ 

在一定的含义下，第二种方法更有优势，因为有了条件分布，当然就可求得无条 
件分布.同时，条件分布更为直麵指出量 △札与 “过去”的依赖关系. 

同时，（关于 m 条件分布的值给出在知晓所有过去信息时的的分 
布表示式.而无条件分布 （1) 可能重构的仅仅是条件概率 P ( AH n e - 1^), 其中 

并且 C (包含可能是严格的). 

①随机积分上的引号“”是英文版加上的，以强调这不是通常意义下的随机积分.——译者注 
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2•设 


X = ( X nj ^ n ) n ^o 


⑶ 


是某个给定在渗透概率空间 （ A 多，(界0 ❿ G , P ) 上的义维随机序列.我们将认为 

Xq = 0, = {0,^}. 

我们把序列叉与如下定义的整值随机测度序列 /Z = ( Mn ( O ) n ^ l 相 联系： 


^n(A;u;)= I A (AX n (u;)), Ae 


即 


Mn (» 


当 AKoO e A , 
当 A ^ a ;) 赛 A 


同时，设 p = K (.)) n ^ l 是由量 AX n 关于 ^ n _! 的正则条件分布… (.） 所组成的序 
列； 即对于 A e 涿 ( R rf ) 和0； e Q 所定义的函数 MA ； uj ) 满足 

1) 对于每个 n 是 ( R d ,^( R d )) 上的概率 分布； 

2) u n ( A ; u ;) 对于每个 A e ^( R d ) 作为 u ; 的函数是条件概率 .PpXn e 
的版本之一： 

u n {A]0j) = P ( AX n e A I ^- 1 )( 0 ;) ( P - a . s .). 

(这样的条件概率文本的存 在性证 明参见例如，[ 4 39;第 II 章， §7].) 

对于正则条件概率来说，条件数学期望 E [/( AX n )|^ n _ 1 ]( a ;) 对非负或有界函数 
/可以关于正贝! J 条件分布 O 对每个 a ； 可积： 

耱 

E [ f ( AX n ) I ^ n - iKcu ) = f f { x ) u n { dx \ oS ) ( P - a . s .). 

JR d 

尤其是，在我们所考察的情形下， 

v n ( A \-) = E[" n (乂; o ;) I &-」(.)， 

因而，对于每个 A e 3 §{ R d ), 序列 

( fl n ( A ) — ^ n (^)) n^l 

是关于测度 P 和流（多71)的軟差，其中 fl n ( A ) = fl n ( A ； U ；), U n { A ) = l ^ n ( A ； cu ). 

如果令 


9 ^ 

"(0，nj ( 乂 ; W) = ^Mk(A ； UJ), 


k 


9 v 


k 


那么显然，对每个 4 e 涿 ( R d )， 序列 


(M(0，nj ( 义 ; W) — P(0，nj ( 乂 ; ^))n^l 
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将是鞅 • 这一性质说明，为什么（随机）测度 ^( 0 , n ](*) 称为（随机）测度 M (0， n ] ㈠ 的补 
偿量，而序列 

II - y = ("(0， n ](.) — "(0， n ](_)) n>l 

称为随机鞅测度. 

注意到以下这点是有 益的： 对于测度 /X = ( M (0, n ]) n ^ l 和可料测度1/ = ^( 0 , n ]) n ^ 
表示式 

p =!/+(〆 — I /) 

可看作//对可料成分和鞅成分的…以分解（第二章 § lb ). 

注 . Xf 序列 X = (X nj ^ n ) n ^o 也可联系整值随机跳跃测度 = ( M ( M (.)) ny ， 
其中 ^(0, n ] ( A ^ = E 而 

k=l 

^(A : cj ) = I ( AX k { uj ) € A , AX k ( cj ) ^ 0). 

很明显，如果 Z G 涿 ( M d \ {0})， 那么 fi n ( A ; u ;) - 

这些测度在值上的全部差别仅仅在于“无跳跃”事件，即事件 { a ;: AX n ( cj ) = 0}, 
而在 P { cj : AX n ( u ;) = 0} = 0的情形下,测度 " 和，之间实质上没有区别. 

我们察觉， 在连续 时间情形下，通过引入整值随机测度来描述随机过程的跳跃 
成分性质， 起基本作用的 正是随机测度 / xX ，而不是测度 //. (也参见第七章中的 §3 a ， 
以及更详细的[ 25 0;第 II 章， L 16].) 

3. 在这点上，将通过引入随机测度叫 z / 和 /i -" 来考察随机积分 

* 〆 ， It ； * P ， W * (fi — u). 

设切 = ( Wk ^ UJ . x ))^! 是多 "(8) 涿 ( R d )- 可测函数_我们以 齡 / i 来表示（对每个0； 
的） Stieltjes 积分和的序列： 

(w^fx) n (u)) = V" / w k (u),x)ii k {dx\uj). 

k=i jRd 

由对所考察的整值随机测度瓜的只取两个值0和1的规定， 

J ^ w k (^, x ) fi k ( dx ; cj ) == w k (^] AX k ( u ;)). 

因此，实际上， 

n 

( w * fj ) n ( u ;) = y ^ WkjuJ ] AXk ( u ))). 

fc=l 



. 456 • 


第五章随机金融模型中的套利理论.离散时间 


用类似的方式根据测度 z/ 和 p 通过 Stieltjes 积分来定义随机积分 u; * z/ 和 
w ^{ ix - u ). 这时，为使对应积分的存在，需要对函数 w k ( cj , x ) 加上可积性 要求： 

/ \wk{(jJ^x)\i/k{dx\u)) < 00 

JR d 

对于所有（或者几乎所有） a ; e 和 A : 彡1成立. 

不难看出，于是有 


W * (fl — 1/) = — W*U. 

(我们提请读者注意，不要把这一性质自动转移到一般整值随机测度上，例如转移到 
连续时间过程的跳跃测 度上； 可能遇到这样的 情形： 积分有定义，同时， 
u ; * / X 和切 * Z / 等于无限大，因而，它们的差没有 意义; 详情参见 [250; 第 III 章] .) 

如果补充假定函数 w k ( co , x ) 对每个 x e 为可测，那么…将可 
料，即久 w 可测. 

如果同时对每个 k > l 有 


■E / \w k {(jj,x)\v k {dx\uj) < cx), 

JR d 

那么不难看出，序列 w * (/x - I /) = (ly * (/i — z /) n ) n ^ i 形成鞅. 

把条件 （4) 替代为条件 

E / \ w kAr n (^, ^)|^fcAT n {dx\ uj) <00 ， k^l, n > 1 ， 
JR d 


⑷ 


(40 


其中（〜）为某个 Markov 时刻局部化序列 < r n+1) r n | oo), 我们得到，序列 
w * (/ j , — i /) 是局部秩. 


4. 我们转向序列丑= ( f / n ) n > i 的 Doob 分解，并令 / i n = AH n 满足 E \ h n \ < 00 
n > 1. 于是（参见第二章中的 § lb ) 


其中 


以及 


H n = A n M nj 

队 = E [〜- e (知 iu . 

k^n 


⑻ 

⑹ 


⑺ 


借助于所引人的跳跃测度 M = ^ n ) n>1 及其补偿量 


可记为下列 形式: 


乂 n 


/ Xl / k ( dx ； iv ), 

k ^ n^ R 


^ = K ) n ^ l , 量人 和 M n 

⑻ 


1. 借助绝对连续测度替换来构造铁测 度 • •457* 



M n = > / x{(i k {dx\(jj) - u k {dx\uj)), y 

⑼ 

为紧凑起见，⑻和 （9) 的右端相应地记为（参见[ 25 0;第 II 章]) 



{x * v) n 

(10) 

和 

( x * (/ X - !/)) n . 

( ii ) 

这样一来， 

. H n = (x* v) n + ( a : * ("- z /)) n ， 

(12) 

或者以无 坐标记 号记为 

H = x * 1/ x * (fi — u). 

(13) 


当然，在所考察的情形下,好 =X * 这样， （13) 无非就是等式 


如同 Doob 分解那样，它在 El^l < oo (n > 1) 的假定下相当明显. 

取代条件 u E \ h n \ < oo, n > 1 ”， 现在假定， (P-a.s.) 

^.{\ h n \\ ^ n - i ) < oo, n 彡 1. (14) 

在这一条件下，显然，（用公式 （6) 和 （7)) 可定义序列4 = ( A n ) 和 M = ( M n ), 并且 
M 是局部鞅，因为 E (| AM n || ^ n _ i ) < cx ), 并且 E ( AM n \ ^^) = 0. 

从而，可以断定， 在条件 （ I 4 ) 满足的假定下，序列丑 = ( H n ) 的下列广义 Doob 
分解 成立： 

H = A + M , (15) 

其中4 = ( A n ) 和 M = ( M „) 在⑹和⑺中定义. 

这时， A 是可料序列，而 M 是局部鞅.运用测度 p 和 z /， 表示式 （15) 可记为形 
式 (13). 

注. 我们记得（参见第二章中的 § lb )， 在公式⑹和⑺中， j 是 
广义条件数学期望，它在集合 { o ; : < 00 } 上定义为 E ^+ l ^)- 

E ( ft -| 而在集合 { a ;: E (|/ i n | I ^ n - i ) = 00 } 上取任意值（比如，等于零). 

在条件（ I 4 )可能不满足的一般情形下，为得到表示式 （15) 或 （13) 的类似，可用 
下列方式来达到（正如在第二章 § lb 中已经解释的那样). 

设 P =咖) 是有界的“截断”函数，即在零的邻域等于: c 、 且有紧支集的函数. 
下列“标准截断函数”可作为典型 例子： 


<p(x) = xl{\x\ < 1). 


(16) 



于是 
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71 


n 


n 


H n 二 y: hk — > : ^pihk) 〉 ： (〜 — 

k=l fc=l k=l 

n 


n 


n 


- E(<p(h k ) I ^k-i)] 



k 


k 


n 



n 


_ if(x)iy k (dx) -\~22 / - u k {dx)) 

k=l J fc=l^ 

+ X ] / - ^))^ k { dx ). 

k=l 


运用与 （12) 和 （13) 中一样的记号，我们得到下列表 示式： 

H n = (<f(x) * u) n + ((f{x) * (/i ~ ^))n + ((x - * ")„， 

或者以无坐标形式表示为 


(17) 


(18) 


丑 = p * 1/ + p * (" - ") + (x _ p ) * (19) 

> 

定义. 表示式 （ IS ) 和 （ IQ ) 称为序列好 = ( H n ) n >0 的典范表示，其中丑 Q = 0,截 
断函数 p = ^ p ( x ). 

有益的是把这个定义与连续时间情形下的半 鞅典范 表示的定义相比较，后者在 
第二章 §2 c 、 专著 [250] 以及后面第六章 §3 a 中给出. 

5 •设 if = ( H n ) n >1 有广义 Doob 分解 

晒 

H n = A. n + 

并且满足 § M 中的条件 (10). 于是由这里的 §3 d 中的定理2,下列关于测度 P < P 
的表示式成立： 

- n ' 

丑 n = An + 〉: E ( a / jAAf /；. I ^ k — i ) 

. fc=l - 

" n 

+ M „ - E(afcAMfe I ^ k - i ) 

■ fe=l 

= A n + M n 


其中 M e ^ ioc ( P )- 


(20) 
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我们记好关于测度 P 和 P 的典范表示分 别为： 

H = (关于测度 P ) (21) 

和 

H = + + (关于测度？)， (22) 

其中 M 为序列丑的跳跃测度. 

在随机分析的许多基于典范表示 （21) 和 （22) 的问题中，重要的是要知道怎样 
根据补偿量 p 和密度过程 Z = ( 心） 的特征来换算补偿量汊特别是，令人感兴趣的 
是下列问题：怎样通过测度替换来变换“漂移 ’， 项" V 和 

我们来详细讨论 这点; 假定 P 窆 P ， 并记 

= P(h n e . |^n-l)(^) 

和 

^nM = P{h n e . \^n-l){uj) 

为对应的条件概率的正则版本. 

对 §3 a 中的 “Bayes 公式”⑷取 y = I A ( h n ), A e ^( R \ {0}), m = n - 1，在这 
里就有下列 形式： 

^{Ia{K) I - E (^I A (h n )^- I 鳥一 j ， (23) 

它作出了一个十分合理的 假设： 对于每个 uen , 条件分布 ? n (*; a ;) 关于 £/(.； a ；) 绝对 
连续， gp ， 存在这样的（对每个 even ) 涿 (M \ {0})- 可测函数 K = Y n { x ^ l 使得 

u ^ A '. uS ) = J Y n {x , u )) v n ( dx \ u ) , (24) 

如果这个等式确实成立，那么 

= y n (x,w), (25) 

即函数 Y n { x , uj ) 起着一个测度（更确切地说，一个正则条件分布） X # 另一个测度的密 
度作甩 

我们引入公式（ 24 )成立的证明（假定？麥 P )， 同时还给出密度1； = Y n ( x , u ) 
( n 彡 1) 的“显式 
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我们考察 （23) 右端中的条件数学期望，按照它的定义，对于任何 




f E (/ 來)^ 久 

B \ ^ n -1 


{ u ){ P \^ n - i ){ dw ) 


乂 乂 ^^ Mn ( dx;UJ ) mo (心) 

[f n ^\fJ ， n(dX]Uj)(P I ^ n -i){dw). 

JBxA 


Hn(dX]Uj)(P\ ^ n _i)(d£j). 


(26) 


记 M n ( dx , dhj ) = fi n ( dx ] uj )( P \ 多 n - i ) (‘）是 ^(M \ {0}) 0 ^ n -i 上的“斜积测 
度”， 并设 E Mn (- I 涿 (M \ {0}) 0 多 nj 为（关于 ^(E \ {0}) ® W ) 对于测度 
M n = M n ( dx , dw ) 的条件“数学期望”，它通常（参见例如，[ 439 ; 第 II 章， §7]) 借助 
于 Radon - Nikodym 定理来定义. 

于是由（26)，根据 Fubini 定理， 


f E ( l A ( h n )^~ 

B \ ^n-1 


( a ;)( P |^ n _ i )( dcj ) 


IbxA 


Z n {^) 



BxA 



^ n-lH 7, 

Em "(£ 


M n ( dx ] duj ) 


- ^(R \ {0}) ( g ) ^ n-i \ ( x , uj ) M n ( dx ] du ) 


1 


^(M \ {0}) 0 ^ n-1 ] { x , u ) fi n { dx \ u ) ( P |^ n _ i )( da ;) 



(^7 ( x ,( jj ) u n ( dx ] cu ) ( Pl ^ n -^ dw ). 


由 B e ^ n - 1 的任意性，由此求得 ( P - a . s .) 


E ( I ^ Y I r l \^n 





Y n ( x , uj ) u n ( dx ] u ), 


(27) 


这里 

Y n ( x , uj ) = E Mn ^(^\{0})< E >^ n - i ^ ( z ， w ). (28) 

把 = / J n ( 血; o ;) 的⑻）与 (27), (28) 相比较，我们看到 
Pn ( S ^) 《对于每个 CJ eQ 成立，以至公式 （25) 成立. 

由这个公式我们得到上面提出的问题的答 案:在 （22) 和 （23) 中的“ 漂移” 成分 
( p *^ 和 通过下列关系式相联系 （至少在 (\ ip ( x)(Y - 1)| * p) n < oo (n > 1) 的 
假定 下)： 

(p = (p t u + (p(Y — l)*u. (29) 
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§3 f - 市场上无套利机会的可料判别准则 

1. 根据金融资产定价理论的基本定理 (§2 b ), 在由银行账户 B = ( 凡）和 d 种 
资产夕= ( S 1 ， ••- , S d ) ( S { = ( Si ), 0彡 n ( AT ) 所组成的 （ S ， 外市场上，无套利机会 
的充要条件为在原_的渗透概率空间 （ fi , 多，(多 n ) o « iv ， P ) ①上可求得等价于测度 
P 的概率（鞅）测度 P ， 使得关于该测度，规范价格的 rf - 维序列 

H 争） 

是民鞅. 

我们对描 述所有 这样的鞅测度 P 〜 p 的类夕 ( p ) 很感兴趣，因为，正如我们已 
经在 § lc 中所看到，在求出上价格和下价格时涉及关于测度？ e ，( P ) 的类求 sup 

和 in £ 


在寻求这样的测度时，自然要从更为一般的关于鞅测度 P 的构造问题 开始; 其 
中 p 关于测度 p 为局部绝对连续，随后再来揭示，所构造的测度是否满足 p 〜戸. 

2. 在上节所叙述的材料中，已经给出为考察这个测度 P 装 P 的构造所必须的 
“测度绝对连续替换”理论方面的知识. 

我们从 d = 1，氏三1以及 S = (S„) 为唯一的“ 风险” 资产的情形出发， 

S n = S 0 e Hn , (1) 

假定渗透概率空间叽多 ,(^n)，P) 给定，且 量队为久- 可测.正如前面那样，我们 
将记心= AH n , Ho = 0. 以后处处假定多0 = {0,n}. 

运用 §3c 的记号和结果，令异。= 0和 

71 

Hn = △丑 fc _ 1)， O 1， ⑵ 

k=l 

_ 

n 

^{H) n = JJ(1 + A^ fc ), n ^ 1. (3) 

k=l 

我们察觉， 

A 雄 ) n = S { H ) 

n — iAH n . ⑷ 

在构造使得 *5 = (&) 变为鞅的鞅测度？ < P 时，可直接运用上面叙述过的模 
式 ：写出 S = (&) 的 （§3e 中的 （13) 类型的）典范表示，然后求出测度戸蒙 P， 使得 
对于该测度来说，漂移项“消失”.当然，这样做是可能达到的，但我们要补充假定价 
格的正性，使得有可能用它们的对数（即用丑= ( H n )) 来进行 讨论; 正如统计分析所 
指出的，比起价格 *5 = (&) 本身来，后者更容易构建. 

原版和英文版在这里都误为⑴，多,⑻吣％ P ). 


——译者注 




2 ■ 


第五章随机金融模型中的套利理论.离散时间 


设 P 是某个满足戸< P 的测度. 

fjD ~ 

记 A = ^，其中 Pn = P | 多 n，Pn = P |^ n - 我们以后总假定？。= P 。. 从而， 
■Zo = 1.设 X = (-^ n ) n ^0 为某个满足有多 n _ 可测的(打> 1) 和义 G = 0的序列. 


根据 § 3 d 中的 引理: 
如果 P 窆 P ， 那么 


以及 

如果那么 


Xg ^T(P) ^ xze ^(P), 


⑻ 


x e ^ioc(P) xz € ^ioc(P)- ⑹ 

假定 x e ^ loc ( P ). 根据第二章 § ic 中的定理，序列 x 是鞅变换，而这就是 
说， AX n = a n AM n , 其中 a „ 为多-可测，而 Af 为某个鞅（关于测度 P ). 从而， 
A ^( X) n = ^{ X ) n _ x AX n = a n ^( X ) n _ xAM n . 由此得到， g { X ) 也是鞅变换，因而, 
再由第二章 § lc 中的定理， S { X)e ^ i oc ( P ). 这样一来， 

j e ^ ioc ( P ) e ^ ioc ( P ). ( 7 ) 

如果假定 S{X) ^ 0 , 那么考察 

我们就用类似的方式求得 

s ( x ) g ^ ioc ( P ) => x e ^ ioc ( P )- 

这样一来，考虑到 （ 6 ), 我们得南下列引理 成立： 

引理 1 •设 P % P 以及 g(X) ^ 0 (戸 - a . s .). 那么 

^{X) G ^ioc(P) 4=^ X G ^ioc(P) XZe ^loc(P). 

~现在假定 #( X ) 彡 0 和 S{X) G JK{P). 于是由第二章 § ic 中的引理， S(X) e 
-^( P ). 因此，考虑到 （ 5 ), 下列引理 成立： 

引理 2 . 设戸 < P 以及 S{X) ^ 0 (戸 - a . s .) •那么 

S ( X ) e ^ Tioc ( P ) S { X ) g ^ T ( P ) 4=^ S { X)Z e ^ f ( P ). 

我们察觉，由 （ 3 )， 下列蕴涵关系成立（按坐标来理 解)： 

△X 笋 一 1 ㈡ g{X) ^ 0, 
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AX^~1 S{X) ^ 0 
和 

△X > -1 玲 S{X) > 0. 

把引理1和2的断言应用于 X = H 的情形，其中异由公式 （2) 按照好来定 
义，那么就有下列结果. 

引理 3. 设 S = [ S n ) n > Q , 其中 


S n = Soe Hn ^ i/o = 0 


AH n = e 
那么 


一 1 ，互 0 = 0. 


Sn = So ^( H ) n , 


并且 

如果那么 

Se ^(P) <=> S{U)Z € ^(P); 

如果那么 


⑻ 


⑼ 


( 10 ) 


Se ^ioc(P) ^ HZ e ^ioc(P). (11) 

3. 这些蕴涵关系指出了可求出使得 5 e ^f(P) 的测度 P 的途径. 

关于测度 P 序列 Z = (z„) 是 P- 鞅.根据 (10) 和（11)，需要描述这样的非负 P- 鞅 
Z, 它满足 EZ n 三 ,1, 并具有下列 性质： 如果所求的测度 P<P, 那么 S{H)Z G ^T(P), 
以及如果所求的测度？％ P, 那么 FZ e ^ioc(P). 

在条件髙斯情形下，对应的鞅 Z = ( 仏) ■的类由下列形式的軟所 组成： 

Z n = exp|^6fc£ fc - (12) 

v / c=l k=l J 

(其中为久 可测； 参见例如， §3b 中的⑺)，它们满足差分方程 

AZ n = Zn - xANn , (13) 

其中 

AN n = e hn£n ~^ 1, (14) 

它们形成广义 鞅差： 


E(|AAT n | I ^n-x) < oo, E(AN n | ^ n -i) = 0. 
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因此，在一般情形下，寻求密度过程 Z 的自然途径可如下构成. 

我们将寻求感兴趣的满足（ I 3 )的密度 Z = ( Z n ), BP , 认为 


^n = ^( N ) 


Z 0 


( 15 ) 


其中 iv 为某个稍后 g 义的局部鞅,且满足 iVo = 0, -1 和 E ^( iV) n = 1；然后 

再根据它按照公式 Pn(du) = Z n ( co ) P n ( cL ;) 来构造测度 P „. 

关于用这样的方式得到的有点广的测度 P 變 P 的类的问题远不是一个简单问 
题.首~先涉及苎不简单3 题是 是否可能根据“有限维”分布 { P n } 的构成族来定义 
测度戸，使得 P|^n = Pn , n ^ l . (对应的反例参见例如， [439; 第 II 章 §3].) 其次 ，一 
个在原理上不简单的问 题是： 怎样构建在 ( n ,^, (^ n ) n ^ uP ) 上的鞅或局部鞅.（关 
于这方面参见 [250; 第 III 章] .) 

下面我们将沿着这一途径来 讨论; 尽管这样做并不能对所有测度 p << p ^ p 
P 的结构问题给出彻底的回答，至少也能在技巧方面足够简单地导出这类测度的一 
个广类.首先我们作出下列注记. 

由上节的结果很明显，对于给定的测度 P ， 所有具有性质 p t P 的测度民从它 


P 的“有限维”分布 { P n } 的视角来看，由其密度序列 Z 
P-P 导出 P ( Z n > 0) = 1，而这就是说 ， mm z= ( Z n ) 


( Z n ) 来描述密度.由假定 


1，而这就是说，根据 Z = ( Z n ) 可定义新的序列 AT = ( iV n ), 


其中令 iVo = 0，以及 


AN n 


AZ n 

Z n -i 


(16) 


显然 ， iV e ^ ioc ( P ), 这时 f Z 和 AT 之间夸在互为单值的对应石 ^ = 沒 ( N ) n . 

因搜，在构建有性质 P % P 的测度戸时，可运作的不是密度 Z == ( Z n ), 其中 

Z n = 而是对应的序列 W = ( N n ), 它必须满足性质 AiVn > -1, 以保证 Z n > 0 

( P - a , s .)，n ^ 1. 

^ 这样，我们 将假定 ，私 > 0, ^ = So ^( H ) n , n > 1 ;这时 ，义 > 0,它等价于 
Ai/ n > — 1. 

又设 Z = (^ n)i = 客 ( N ) n ， 其中 > — 1，而这就是说，> 0 ( P - a . s .). 

我们将假定存在 测度民 使得其局限 I =引&满足~ n > 1，即 
P - P . 


于是由（10)， 


5 e ^f(P) 


^(H)^(N) e ^(P) 


(17) 


4. 下列 Ybr 公式可直接验证（参见例如， [402]): 

^(H)^(N) = S{U + iV + [ 异， AT]), 


( 18 ) 


其中 


[H,N] n = ^AH k AN k . 
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由假定 ^( H ) > 0, S { N ) > 0和 （17) 导出 

' S G ^( P ) ㈡ S{H N + [ H , N }) e JK { P ) 

<=> H - hN - b [ H , N ] e ^ ioc ( P ). 

因此，如果 iV e ^r loc (P), A7V>-1, Z n = #(AT)n 和亦 n = Z n dP , 那么 

Se JK { P ) H +[ H , N ) e ^( P ). 

由于△(兵 + [及， AT ]) = A#(l + AN ), 故条件异 + [异， AT ] e 篇。 C ( P ) 等价于序列 
△异 (1 + AiV ) = (△瓦 (1 + AN n )) n 为局部 P - 鞅差，或者等价于（第二章 § lc 中的引 
理）这一序列形成广义 P - 鞅差，即对于任何 n > 1，有 

E[|Aiy n (l + AiVn)| | ^n-l] < oo (19) 


和 

E [△瓦 (1 + AN n )\ = 0. (20) 

注意，条件 （19) 和 （20) 是通过引人条件数学期望 E (. | ^ n _!) 来定义的，并且在 
这一含义下，它们用“可料的”术语来表达. 

条件 （19) 和 （20) 可用不同的形式来 给出. 例如，考虑 AZ n = Zn ^ ANn , AN n > 
- 1和 A^ n = e △〜-1，我们求得， （20) 等价于对 Z 的下列 条件： 



我们察觉，这个条件当然也可直接得到，因为根据 “ Bayes 公式” （§3 a 中的⑷或者 
§3 d 中的⑴)，在？篆 P 的假定下， 


E [ e A ^ | U = E e 


AH, 


z n - 




( P - a . s .)， 


( 22 ) 


而这 g 是说， （ 20 ) 等价于 E (5 n | ^ n _ i ) = 5 n _i ( P - a . s . 和 P - a . s .). 类似地可证明， （19) 
<=> E (5 n | ^ n _ i ) < oo . 由 5 ^ (n > 1) 的非负性，由此得到， 条件 （19) 和 （ 20 ) 确保 
关于根据序列 AT = ( N n ) 构建的测度 P ， 序列 S =: ( S n ) 是鞅. 

上面应用的方法可容易地推广到 S - ,5 d ) 的高维情形；并且我们对关 

于某个测度？ 5 P ， 

备 e (戸） 

的问题感兴趣. 

我们现在就来讨论这一问题. 


5. 作为价格规范因子的银行账户 B =( 凡）的选取要便于使得量瓦为- 
可测，而这点正如上面已经注意到，有一定的技巧上的简化.然而，一般来说,并没有 
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任何理由不取任 何其他资产来 扮演银行账户5的角色，这些资产完全没有必要是银 
行账户. 

在这一联系中，先考察下列局面. 

设有两种资产5° =(忒）和 S * 1 = (祀 ) • 假定 


S l n = Sie H ^ 

并设 AZ n = Z n H △街= e A < - 1, Hi 


0 , 1 , 


我们考察关系式 


条 = ( 1 ) 


71^0 


5 1 


其中认为绰和邠为常数，并且我们将对什么时候 ^( P ) 的问题感兴趣.（为 

了不产生有性质 P |^„ = Pn 的测度？的存在问题,可以认为 n < AT 和多=&， 
这里 I 如下构建： Pn { duj ) = Z n ( u ) P n ( dw ).) 

显然，（以无坐标记法） 


^ Z =^ Z 0' • S - 1 ( 异 。) _ 綱 • 


(23) 


容易直接验证， 




(24) 


其中 




S 1+△珣 


(25) 


S 1 


因此，是三个随机指数的 乘积: 


io z = * 盈(合 1 y ^( S *) - 客 { n ), 


逆 ° v 

由此借助于 Ybr ■公式 （18) 逐次求得 

^{ H 1 ) - ^{ N ) 

=沒(异 1 —芨 0 ~ hN ~ hy 2 

V 


S 1 


(26) 


( AH Q k - AHj )( AH ^ - AN k ) 

1 + A 街 


(27) 


由此可见，确保 @ G i ( P ) 在 AT 上的充要条件为序列 

春 

炉-伊 + E (AHO - AHIKAHJ - AN k ) & ‘⑻, 

A ：( i ^ /XH k 


(28) 


或者等价地有 
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/( A ^- Ag fc °)(l + A 7 V fc )\ 

V 1 +△珣 


e ^ioc(P). 


由于在 d 种资产#，••_，#的情形下规范价格向量 


(29) 


S 1 

的鞅性问题归结为按分量来考察，故由 （ 29) 我们得到下列一般结果. 

定理 1. 设在具有多 = 晃 v 的多，(多 „)<iv ， P) 上给定 d + 1 种资产 
OS'S 1 ,... ，沪)，其表示式为 

Sn = Ste Hn ， Hq = 0, i = l ， … ， d ， 1 < n < TV ， 




或者等价地有 

♦ 



△总= S^AHl 

(30) 

其中 

△纪= e △把- 1， Hi = Q. 

(31) 

假定对于所有 i 

= 0，1，... ，n， 常数鸹 > 0. 



又设 Z = (Z n ) 0 ^ N 为随机变量序列，满足 


AZ n = Z n _ xAAT n , Z 0 = 1, (32) 

其中 AN n > -1. 

为使关于满足 

Pat ( c ^) = ZN ((^) P ( d ^) (33) 

的测度比嘉是洛维鞅的充要条件为：对于所有 i = 1，…， d 和1彡 n < TV 

(P-a‘s,) 


E 


E 


( Ag ；- AffQ)(l + A 7 V n ) 

1 + △勒 

( A ^- AffQ)(l + AAT n ) 

1 + A 斑 


多 n 


<00 




0. 


(34) 

(35) 


推论 . 假定，资产妒 =( 邦）是在下列含义下 “ 无风险”：恕为久 - i - 可测.（例 
如 ，妒 = B 为有常利率的银行账户（ △ 窀三 r).) 那么，由于街为多 n-i - 可测，条 
件 （ 34) 和 （ 35) 能以下列形式 给出： 对于 1 ， … ， d, l<n<7\T ， 

E[| △纪 (1 + AAr n )|| ^ n _!] < oo, (36) 

E [△纪 (1 + AAT n )| 义―丄 卜 AS 0 . (37) 
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特别是，如果 峨三0, 那么这些条件取下列 形式： 

E [| △纪 (1 + AiV n )|| ^ n - i ] < CX ), (38) 

E [△纪 (1 + AN n )l ^ n _ i ] = 0, (39) 

它重合于以前求得的条件 (19), (20). 

如果此外还有三0,那么这些条件归结为条件 

9 

E [| A ^||^ n _ 1 ]< oo, (40) 

E [△纪丨界^卜。， (41) 

并且（ 4 1)等价于条件（比较 §3c 中的 (11)) 

E [ e △圮 H ] = l ， 

它是使 St e ^(P) 的显然条件. 

6. 我们考察某些例子来解释所得到的判别准则.为此我们先注意下列情况. 

设 （ B ， S )- 市场由两种资产 组成： 银行账户 S = ( B n ) 满足 

△万 n = 

其中 r n 为 久 w 可测，而资产 S 满足 


△Sn = Pn^n—1 


其中~为多 n _ 可测 • 

于是条件 （36) 和 (37) 取下列 形式: 


E [|Pn(l + AAT„)| I ^n-l] < OO, 

E [ p„(l + AN n ) I ^ n - i ] = r n . 
如果认为， （ S ， 外市场以下列方式 给出： 


(42) 

(43) 


B n = B n ^.ie rn , S n = S n ^ie Pn , (44) 

那么条件 （ 36) 和 （ 37) 将可记成下列 形式： 

E[|( e ~ - 1)(1 + AN n )\ I ^_i] < oo ? (45) 

E[(e^ - 1)(1 4 - AiV n )| U = —1_ (46) 

例 1. 我们考察 n =： 0 和 1 的一步模型，并认为％ = (0,1)}, Z 0 = 1. 于是 
1 + 么爪 =& ， 并且根据（ 46 )， 


Ee Pl Zi = e r . 
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我们将认为 Q = M ， Pl ( x ) ^ x , Z ± = Z ( x ), 并设 F = F (: c ) 为 n 上的概率分布.于是 
所引人的条件等价于 __ 



e x Z 1 ( x ) dF ( x ) = e r . 


(47) 


这样一来^很^显，求出所有等价（在由它们生成的测度等价的含义下）于 F 
F { x ) 的分布歹= F ( x ), 相当于描述满足条件 



Z \{ x ) dF { x ) = 1 


(48) 


的方程 （47) 的所有正解& = Zi ( x ). 如果，例如， F 〜 ^( m , a 2 ), 其中 d > 0,那么 
(45) 和 （46) 取下列 形式： 



e x Z 1 { x )( p rn ^ 2 { x)dx = e r , 



(x)c^ ma -2 (x)dx = 1, 


(49) 


其中⑷ 




v27TCT 2 


(g — 

e 2<r 



为正态分布的密度. 


■由 （ 4 9) 我们看到,如果“鞅”测度在有 a 2 >0 的正态分布 ^( m ,5 2 ) 的类中求 
出，即 

^m,a2 (^) 


Zi { x ) 


¥ W 2 ⑻’ 


那么“容许” ( m ,? 2 ) 必定由下列条件来 求出: 


(50) 



e Pih , 吝 2 ($)dx = e ， 


它等价于 

m-h — = r . (51) 

换句话说，所有满足条件 （51) 的带护 > 0的数对 ( m ,5 2 ) 都是“容许 的”. 我们 
已经在 §3 c 中遇到过 r = 0的这种条件（参见 （14)). 

注意，方程组（ 4 9)除了形为 （50) 的解 Z ^ x ) 以外，还有别的解，其一般形式看 
来还不知道.这一注记表明，甚至对于我们刚考察过的这样简单的“ 一步” 模式，描 
述所有“鞅”测度的问题也可能相当复杂. 

与此有关的是下列情形可能被看作“过分简单”，因为对它来说，“ 鞅” 测度是唯 
一的，并且容易求得. 


例 2 . 模型 ( Cox - Ross - Rubinstein ; [82]). 
设 


△丑 n = 

== p n S n —i, 


( 52 ) 
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其中 n < AT 以及 B 0 , So 为正数. 

在所考察的模型中，假定 （ p „) 为只取两个值6和（ X 的独立同分布随机变量 
序列， 

— l < a < r<b 
且 

p n ( Pu = b )= p , Pn ( Pji = a ) = q } (53) 

其中 0< p < l，p + g = l . 

由于在所考察的模型中的所有“随机性”都体现在量如 （n > 1) 中，故可看作 
为基本事件空间的是空间 D = { M }' 即序列 On ，…，心）的空间，其中而= a 或 
6,并且对于0： = ( Ti ， … ， Xn 、， 用坐标方式定义量 p n = Pn ㈤ : Pn ( x ) = X n . 

使得内，… ，/ ^独立且满足性质 （53) 的概率测度 P N = P N { x lr ^ } x N ) 用下列 
标准方式来定义： 


Pat(^i, ••- ,X N ) = ,x N ) q N-u b { Xl ,x N )^ 

其中… , x N ) = Ib { xi ) 为等于 6 的的个数. 

〜 i=l 

测度 hv 〜 PiV 将通过递推方 f 来构亨：先是然后是按照下列公式 （ P n = 

Piv |^n,^n = , pn )) 构建 戶 2,…, PjV ： 


P n(^l, - - - ,X n ) = Z n (xi, - - - ,X n )P n (xi r - ， X n )， 


其中将（一步一步地）由公式（ 43 )来 求出； 考虑到1 + AN n = 它可记为 

— 一一，、 Zn - 1 

下列形式： 



当 n = 1 (其中多0 = {0，叫）时，由（ 54 )我们求得 


(54) 


它与规范条件 
一起，就唯一地给出值 


pbZi ( b ) + gaZi ⑷= r ， 
pZi ( b ) + 分 Zi ⑷=1 




r — a 


a p 


么⑷ 


a q 


(55) 

(56) 

(57) 



记 


~ r — a 

p = b ^ 


借助绝对连续测度替换来构造鞅测度 
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那么 


Pi ( b ) = Z 1 ( b ) P 1 ( b )= p J 

PJa ) = & ⑷ Pi ⑷二 q . 


(58) 


为了求出 . P 2 (以及类似地求出 P 3 ,*** v ) 再次运用公式 （54). 利用关于测度 
P 2 的 Pi 和/> 2 的独立性，我们由 （52) 求得 




Mb ) 


Zi ( b ) 


对于值么化6)和 Z 2 { b , a ) 的定义的补充条件由下列鞅性条件求得 

^ P 2 [ Z 2 { pl , p 2 )\pl = b ]= & ⑻， 


(59) 


它给出等式 


p ^( M ) +/2 ( M ) 


Mb ) 


Mb ) 


把 （59) 和 （60) 与 （55) 和 （56) 相对应比较，我们看到, 


r — 


P 


Z 2 ( b , b ) 

-= - - - =— 

Zi ( b ) b — a p p 


Z 2 ( b , a ) ^ q 
^ W~q 


用类似的方式我们求得 


Z 2 ( a , b ) _p 
Zi { a ) p 


Z2(a ， a) = q 

Zi ⑷ q 


这就是说， 


P2 M = z 2(a ， ^z 1(a) [W ， 


P 2 ( a ,6) = qp , P 2( M ) =PQ 




(60) 


由此很明显，量 Pl 和 P 2 关于测度 P2 独立同分布，并且 ^ 2 (pi = &) = P , ^ 2 (pi ~ d ) = 
以=1，2. ~ 〜 

后面求出 P 3 , ** , Pn 的步骤类似，并由此导得下列结果. 

定理 2•在 （52) 和 （53) 中定义的模型中，鞅测度存在唯一，且由下 
列公式来 确定： 


P N ( xi r ■- , x N ) = 矿 咖， … ㈣ )，- 咖，… , x N ) 


(61) 


r — 


P 


— r 


b 


Q 


b 


其中 


(62) 
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注. 我们注意下列先验上并不显然的 结果: 鞅测度 bv 是“一维”分布的 直积： 

Pw = Pi * (S) Pi, 

、 W 一 

iST 个 

BP , 关于原来的测度 Pw 独立同分布的量 p u ..、 p N 也将关于“軟”测度心独立同 
分布 • 

4. 完全和完善无套利市场 

§4 a . 完全市场的鞅判别准则 • I . 第二基本定理的陈述.必要性证明 

1. 对应于 § lb 中引人的定义，给定在渗透概率空间 （ Q ， 多， ( J ^)， P ) (其中0彡 
n ^ N ,^ 0 = {0，叫， 界 v = 多） 上的 （ S ， 斗市场称为完 全市场（完善市场） 或者 AT - 
完全市场 （ iv - 完善市场)， 是指每个鳥-可 测有界（有限） 偿付索求 yw = 仏( 0 ；) 可 
达.换句话说，可求得自融资策略 7 T 和初始资本 a :， 使得= a ; 以及 

= /n ( P - a . s .). 

我们将以妒 ( P ) 记所有缺测度 P 的 全体; 关于这些测度，规范价格一为 
鞅.假定 (0 M §§ la , 2 a ) B = ( B n ) 0 ^ N 为 无风险 资产， = ( S n ) 0 ^ N 为多 I 风 
险 资产，并且& =( 圮，…，纪）以及 d < oo . 

资产 B 通常被解释 为银行 账户； 资产少称为 股票. 

以后假定， B n > O ^ n ^ O . 由此得到，不妨碍一般性，可认为 B n = l , n ^ O , 

下列定理相当重要， 它 自然被 称为“金融资产定价理论第二基本 定理” (The sec - 
ond Fundamental Asset Pricing Theorem ; [214]，[215]). 

定理 B . 无套利金融 （ B ， 外市场（其中 N < oo , d < oo ) 的完全性成立当且仅当 
鞅测度集合夕 ( P ) 仅由一个测度构成. 

这样一来，如果无套利意味着 

$( P ) # 0， 

那么无套利市场的完全性可（有条件地）记作下列 形式： 

_ 

I 

l ^( P)l = l . 

我们对该定理的证明提出某些注记. 

在随机分析中如 所周知 （参见例如，[ 25 0;第 III 章])，与鞅测度的 唯一性 最直接 
地联系在一起的是局部鞅关于某个基底鞅的“表示性”问题 •在 “技巧”方面，对应 
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的结果（特别是对于连续时间情 形下; 参见后面的第七章 §2 d ) 涉及许多困难，因为 
它们的证明本质上依赖于半鞅和随机测度的随机分析观念和技巧. 

同时,在 离散时 间的情形下，可对联系局部鞅的“可表示性”问题及其有最直接 
关系的（5,外市场的完全性问题等方面的课题给出比较初等的叙述.我们从 d = 1 
的情形开始 (§§4 a -4 e ). §4 f i 寸论 d 的情形. 


2. 在 d = 1 的情形下的定理 B 的证明思想在于确立下面的蕴涵关系链，其 
中“条件两点性”和“义可表示性”在 §§4 b , 4 e 中阐述，而等式& = 意味着 
a - 代数乂在精确到 P - 测度为零的集合时重合于由随机变量&，._•,&所生成的 
a - 代数 



= < 7 ( 1^1 ， ... ， Sfi). 



蕴涵关系{1}，即定理 B 中的必 要性， 其证明比较简单,可如下导出. 

我们取集合 A G &，并令仏= I A {^ 对应于所假定的“完全性”，存在自融 
资策略 7 T 和初始资本 X ， 使得= f N ( P - a . s .) m XS = X. 

如果 TT 是自融资策略，那么 

n 

k=l 

设 h (i = i , 2 ) 为族夕 ( p ) 的两个鞅测度.于是 (x 二 u N 是鞅变换，并且由 
于抑= I A , 故根据第二章 § lc 中的引理，序列 r = ( X :)< N 是关于鞅测度 Pi . 
(2 = 1,2) 中的每一个都是鞅. 

于是对于 i = 1,2, ' 


x = = £ Pi {X^\^) = E P 山 = Pi(A), 



• 474 • 


第五章随机金融模型中的套利理论.离散时间 


从而， Pl ( A ) = P 2( A ), A £ 

因此，测度 Pi 和 P 2 其实是重 合的; 这就证明了由（私 S )- 市场的无套利性而得 
到的非空集合少 ( P ) 由不多于一个元素所组成 （|，( P )| = 1). 

定理 B 中的必要性（蕴涵关系 {1}) 得证. 

在下一节中，将考察出现在蕴涵关系 {4} 和 {5} 中的“可表示性”问题. 


§4 b . 辱部鞅的可表示性 .I (“ S - 可表示 性”） 

1.从“鞅和随机分析的一般理论”的视角来看（参见 [102], [103], [250], [304])， 
“完全性”假定在实质上等价于所谓局部鞅的可表示性”.（关于“可表示性”的 
一般问题，参见 [250; 第 III 章 ]). 

定义. 设在渗透概率空间 (^ n ), P ) 上给定： 

d~m (基底）鞅 S = (&，久， P ) 

和 

(一维）局部鞅 X = ( X n ,^ n , P ). 

我们说，局部鞅 X 在风多，(多^)， P ) 上容许有表示”，或者关于 P - 鞅 S 的表 
示，是指可求得这样的可料7 = (7 n ), In = (7 n > * * * ，7巧)，使得对于每个 n 彡1， P - a . s . 


X n = Xo-^J2^ kAS ^ 

k=l 




⑴ 


即， X 是由 P - 鞅对可料序列7的“积分”得到的“鞅变换”;参见第 II 章中的 § lc . 

下列引理有关在前面的蕴涵关系链中引入的蕴涵关系 {5}. 

引理•设 ( B , S ) 为带有限时间视野 AT 的无套利市场， B n = l , n ^ N , 多 ( P ) 是 
(在 f 多= 晃 v 的 （ Q ， 多）上）等价于测度 P 的鞅测度戸族，关于它们 S = ( S n ) n ^o 
是鞅. ’ 

~ 这样的市场完全的充要条件为可求得 P G 夕 ( P )， 使得每个有界鞅 X = ( X n , J ^ n , 
P ) (\ X n ( cv )\ 彡 C，n < TV , u ; e n ) 在⑴，多, (^ n ), P ) 上有 “ S - 表示”，或者关于 P - 鞅 S 
的表示. 

~ 证明 . a ) 设（无_利）市场完全.我们取少 ( P ) 中的任意测度作为所求的测度 
民设 X = ( X n ,^ ny P) n ^ N 是某个鞅，它满足 | X n ( o ;)| ^ C , n ^ N , ujen . 

在完全性定义中 f 仏= Xw . 完全性假定意味着，存在自融资组合 7 T 和初始资 
本 X ，使得 （ P - a _ s . 和 P - a . s .) 



X n= x = ^2lk^S k , 


⑺ 
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以及= f N = X N , 但由于 liWI < C ， 故 P =(义仏⑽是 P - 鞅(第二章 [ lc 中 
的引理)，因而，艮鞅 P 和 X 有同样的终端值/^，以至它们其实是 （ P - a . s . 和 P - a . s .) 
重合的.从而，鞅 X 有表示”. 

b ) 现在设 h = fM 是某个晃 v - 可测有界函数， |/ at | < C < oo ( P - a . s .). 需要 
指出，可求出自融资组合：和初始资本 X ， 使得对应的资本 X ; = & ( P - a . s .). 

根据假定，存在测度戸€夕 ( P )， 使得关于该测度，每个有界艮鞅有•表示’，. 
取带有= E^(/jv \^ n ) 的 X = ( Un ， P ) n < iV 作为这样的鞅.由于 |/ at | < 
C ， 故 X 是个有界 （ I ^ vy ) 鞅，并且关于某些多^-可测随机变量 j = 1，…，木 
k ^ N , 表示式⑴成立. 

我们对这些量构建组合 7 T * = ( m 其中 7* = 7以及 Pn ^^ n - f ： 〒 n S 3 n , 
由⑴得到，敗为可测.这时， 

E SLi^： j + 規=亡 SU^i +( AX n -A ( X ：7^)] 

户 1 3=1 \ \j=l )) 

d d / d \ 

= E 5 n-lA 7 ^ + 《△璁 -△ = 0. 

J = 1 j = l \j = l ) 

从而, TT* 为自融资组合,并且 

d 

Xf =% + Y /^ S 3 n = X n ， 

j=l 

以及特另 Ij 有 ， xf = Xiv = /at ( P - a . s ., P - a . s .), BP ( S , 5) -市场是完全的. 

引适得证. 


注. 如果不假定 B n = l y n 

|=(堯 ) < jv ， 所有断言仍成立- 


d 那么把民鞅 S = [ Sn ) n ( N 替换为艮鞅 


§4 c . 局部鞅的可表示性 • II (“//- 可表示性”， “(// — i /)- 可表示性，，） 

1. 可表示性”什么时候成立的问题，正如我们在上一节中所看到，紧密联系 

对应市场的“完全性”以及资本 P 的演变用关系式 （2) 来描述的事实. 

在 § 4 d 中将指出，（況足模型中有-可表示性”成立，因而，在这一情形下，市 
场是完全的. 一 般来说,完全性,也就是 “ S - 可表示性”， 更可能是例外，而不是常规. 
也就是在这样的含义下，有意思的是现在要考察另一种“局部鞅的可表 示性” 的形 
式，其中运用了随机测度"和鞅随机测度的 概念; 参见 §3 e . 以后会变得很明 
显的是，比起 *9 -表示式来，表示式和 （/X - ^)-表示式经常会得到满足.因此，常常 
先宣告获得…表示式或⑺_ 〃) -表示式，然后再试图把它们转化为&表示式. 
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2. 我们将假定在渗透概率空间风多，(多 n )， P ) (為=上给定的随机序 
列 5 = ( S 1 ， …，沪）是 d - 维鞅 (关于原来的测度 p 和流（久 )). 

设 

= a ( S 3 k ， k^nj = l r - , d ) 

是由价格生成的 a - 代数， n ^ l , 以及 

X = (X n ，， lP) 

是局部鞅. 

增量 = X n — Xr ^ 为 可测，因而，可求得这样的 Borel 函数 / n = 
fn ( X U … , X n ), Xi E M rf , 使得 

△^n(W) = /n(A<S > i(W)，. • . ， △jS n (UJ ))， U G il. 

(由假定為 = {0, n }, 向量 So 是非随机的，并且在（仏…，&)和 ( A 5 i ,--- , A 5 n ) 
之间存在 一一 对应 .） 

对于每个 n >1定义函数 

W n ( cj : x ) = f n ( ASi ( co ), - - - , A 5 n _ i ( a ;), x ). 

这个函数显然关于 ( h ;, x ) 可测，且对于每个 u ； en 关于 x 为 涿 ( R d )- 可测，以及对于 
每个 x eR d 为 gfy 可测. 

设 / x n ( A ; uj ) = I ( AS n ( cv ) e A ) (A e 3§{ R d )) 为按增量 (n > 1) 构建的整 

值随机测度.于是 


AX n ( cv ) = W n ( aj , x ) fj , n ( dx ; a ;), 

JRd 

. ⑴ 

因而，对于 X 我们得到所谓 >- 表示式 ”： 


x n (uj) = X 0 ( uj ) + [ W k ( to , x ) fi k ( dx ] Lj ), 

⑶ 

或者以更紧凑的形式记为 


X = Xq -\-W * ft 

⑶ 

(参见 §3 e ). 



现在我们察觉，由于按假定， X 是局部鞅，故 


EdAXnll ^' Ucoo , E ( AX n 1^0 = 0, n 彡 1. 

因此，如果 

U n (A]Uj) = E(" n (A; *)l^n-l)(^) 5 ⑷ 


那么我们看到 
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/ Wk{oj,x)u k {dx\oj) = E(AXfe|^_ 1 )(a;) = 0. 

JR d 

从而，除了 （2) 和⑶以外，我们得到所谓“⑺-外表示式”： 

X n ( uj ) = X 0 ( a ;) / W k ( uJ , x )( fi k ( dx ; uj ) - i / k ( dx ; uj )), (5) 

k=i J ^ d 

或者以更紧凑的形式记为 

X = Xo - j-W * ( fj , — u ). (6) 

这里可能看来有点奇怪，取代自然的表示式（3)，我们改为考察由它以简易方式 
得到的表示式 （6), 还称其谓 “( M — 岭表示 式”，来突出其重要性. 

对此解释如下. 

首先，在更一般的局面下（连续时间，比(^)更一般的 a - 代数流等等）相应的 
局部鞅表示式可以基于引人型为的随机积分.（参见例如， [250; 第 III 章， 
4 . 23 和 4.24].) 其次，在型为(而不是型为 W * fi ) 的表达式的运用中，要说 
的是这样的 状况： 在这些表示式中的函数 W —般来说不是唯一的，而在 
的表达式中，它们经常可选得相当简单. 

我们引人例子来说明这点. 

取某个集合 A €潘 ( R d )， 并形成这样的鞅尤⑷= ( X ^ 4 )， ， P ), 它满足 X ^ A) = 

0 和 

AXi A ^c,)==^ n (A；u;)-iy n (A;cj) 

= /(A5„(a;) eA)~ E(I(AS n ) O). 

如果令 wi A \ u , x )= I A ( x ), 那么有 

AX ^ a ) ( oj ) = W ^ A ) ( uj , x )( fx n ( dx ; uj ) - i / n { dx \ uj )), 

从而 

= W ^ 

另一方面，如果令 
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而这就是说, 




很明显，函数 W ㈤ 比函数 W 容易构建. 

上述讨论顺便指出，如果取代函数 w n { uj , x ) 来考察函数 W n ( uj J x )^ g / ri ( x ), 其中 
<0 c ) 满足 

/ 9n(x)fi n (dX]Uj) = 0 , 

^ R d 

那么 w * fi 的值不变. 

至于 W * (/X - I/) 的值不变，只要把 Wniuj . x ) 取代为函数 Wnicu . x ) 4- O )， 

因为 

/ 9n (^)(^ n ( dx ] u ) - u n ( dx ; u )) = 0. 

JRd 

在下— ■节 中将指出，正如在 Cox-Ross-Rubinstein 的 CRR- 模型中，由 “(/i-1/) ■表 
示式”容易导出表示式”. 


§4 d . 在二叉树模型中的可表 示性” 

1. 正如由 §3 f (第5点，例 2) 中所得，在 CK 佑模型中鞅测度存在（而这就是说， 
市场是无套利的)，同时，（在按坐标给出概率空间的假定下）鞅测度是唯一的，正如 
定理 B 所断定，它等价于相应的市场是完全的. 

有意思的是怎样来理解，为什么在这个具体模型中鞅测度的唯一性保证了 “&可 
表示性”，而与 §4 b 中的引理相对应，这也就是说市场的完全性. 

我们先回忆某些记号. 

根据第二章中的 § i e ， 在渗透概率空间 (^),^0 上定义的市场 
模型是由下列两个序列5 = ( B n ) n ^ o 和 S = ( S n ) n ^ o 来描 述的： 


B n = + r n ), 

Sn = fSVi—l(l Pn)j 


其中 '为而/^为多可测， 常数 B 0 > 0, 5 0 > 0. 


由于 


Sn —1 1 H - Pn 

丑 n ^n—1 1 ~h T n 


故很明显 D 关于测度 ？ 为鞅，只要首先, 

V -^ n/ n ^o 


E 


1 + Pn 

1 +^n 


< OO , 


⑴ 

⑵ 


⑶ 
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其中 g 是关于测度 P 求 均值; 其次 


E 


1 + Pn 

1 + r n 




⑷ 


由量的多 n - i -可测性，条件⑷归结为 


E(Pn | ^ n—l) = 


⑹ 


2. 在二叉树 CR : 模型中假定, rv 三其中 r 是某个常数，而 (p n ) n>1 是以正概 
率取两个值6和 a 的 独立同 分布随 机变量 序列： 


P = p (Pn = b ) } q = P ( p n = a ), 


⑹ 


P + Q 


= i . (规定 a < &.) 我们也将假定 ， ^- n 

如果要求序列 I = (争) 


C(Pl，• • • ， Pn)，n > 1 ，多 o = {0y(jj}. 


关于满足 p 1 工 p 的测度 p 有“鞅性”，那么再由 


等式 Ep n = r ， 我们在值歹 n = p ( p n = &) 和心= P ( p n = a ) 上得到条件 


bpn + aq n = r ， 

它与规范条件 Pn+Qn = l 一起导岀值 

〜 ~ r — a 

Pn=P= T —— 

b — a 

为使它们是正的，需要 a <r < b . 

我们还将假定 a > - 1_于是 S n > Q 对于所有 n > 1成立，因为冼 > 0. 

设 X = ( X nj ^ nj P ) n ^ 0 为鞅，其中多 0 = { 0 ， Q } 以及当 n 彡1时，多 " n = 

a(Pl，• • • ， Pn). 

对于 n > 1，令 fi n ( A ; u ;)= I ( Pn ( u ;) G A ), v n { A ) = E ^ uj ). 由于〜只取两个 
值,故测度和 ? n (-) 聚集在两个点 a 和6上.这时， 



"n({a};a;) = I{p n {uj) = a), ^n({a}) = q, 

以及 

Mn(W ； a;) = I( P »b )， v n {{b})=p. 

设 函数办 = 9 n { xir -' : X n ) 满足 

X n ( uj ) = g n ( pi (^) r " , Pn ( co )), 

而这就是说， 


AX n (a;) = g n {pi(!^)t - - - ^p n {oj)) — g n -i(pi(u))j - - - ， / 9 n _i(a;)). 
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由于 E ( AX n | 多 n 


0 ,故 


P^9n(pi(^)r- ,p n -l(^)^) + ,pn-l{^),o) 


9n-l(Pl(^)i - - - ， Pn-l(W ))， 


或等价地有 


, Pn-l(^), b) - 5 n _i(pi(0；), - - - ， / 9 n -l(^)) 


Pn-l(iOl(W) ，… ,p n -l(^))-9n(pl(^)r- ， Pn-l(W) ， a) 


p 

考虑到⑺，这个关系式可赋以下列 形式： 


9 n ( pi(^)r 


p n -i(uj) y b) - g n -i(pi(oj)^ - - - ， p n -i(cj)) 


b — r 

9n{pi{^)y - - - , Pn-l(^) 5 a) — ^ n _i(pi(a；), ••- ， /? n-l(^)) 


a — r 


现在转向 “/ X - 表示式”.根据 §4 c 中的公式⑴， 


= ^n(^j Pn (^)) 



W n (cj,x)fj, n (dx;uj) i 


其中 


W n (uJ,x) = g Ti (p 1 (u ； ) r -' ， /?„_1(0 ； ),0：) - 5 n-l(/?lM， - - - ,pn-i(uj)). 


如果令 


w ^ x ) 


W n ( a ;, x ) 


那么由 （10) 求得 


△ X „( a ;) = J ( x - r ) W ^( u ;, x )/ i n ( dx ] Uj ). 


⑻ 


⑼ 


( 10 ) 


( 11 ) 


( 12 ) 


我们察觉，由⑼，函数 W ^ x ) 不依赖于 l 因此，记等式⑼的右端（它等价 
于左端）为我们求得 



AX n (u;) = 7n(^) ( x ~ r)fi n (dx]Uj) = j f n (u;)(p n - r). 


(13) 


因此，对于 X = ( X n ^ n , P ), 我们得到表达式 


9 

Xq(uj) + 5^7“ 山 r 


(14) 


■由于 


A 


(\ 一 ^n—1 Pn _ ^ 
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故 

因而， 


pn-r = 


( l + r)§^A 


S n 


1 



X n {u)=X Q {oj) + Y jlk {uj)^( 

k=l \ 


Sk (<^) 


其中-可测函数 


7 k { oj ) =7 ifeM(l + 0 


Bk-i 

^7. 



(16) 


(17) 


关于测度？序列 f #■") 为鞅.因此， （1G) 无非就是艮鞅X关于(基底）艮鞅 

\^kj k^O 



“孓表示式，， . 


应用 §4b 中的引理，我们发现用模型描述的（尽 50- 市场对于任何有限视 
野 iV 是完全市场. 


3 .注. 注意到下面这点是有 益的： §3 f (第5点，例 2) 所引人的模型中 
鞅测 k 唯一的证明中，本质上是利用了原来的概率空间是坐标式的 ： Q = &；}， x = 
(工 1 ， 工 2 ，，..），其中 A = a 或6; 乂 = a ( xi , •• - , x n ), n 彡 1， 多 = V 多 n . 后面将看到 
(参见 §4 f )， 在任意的渗透概率空间⑴ ，多，(多 _ n )， P ) 和假定鞅测度唯一的情形下，自 
动得到这一空间⑴ ，多， (义)， P ) 必定满足(精确到 P - 测度零集） 久 = a (&， …，&)， 

n ^ 1- 

§4 e . 完全市场的鞅判别准则 . II . d=l 情形下的必要性证明 

1. 应于 §4 a 中的蕴涵关系表，为证明定理 B 中的充分性（8卩， «|^( P )| = F 
“完全性”),必须指出 §4 a 的第 2 点的图中的蕴涵关系{ 2 }，{ 3 }和⑷成立.（我 
们记得，蕴涵关系 {5} 已经在 §4 b 的引理中在 d = 1的假定下得证 

我们从蕴涵关系 {4} 的证明开始，其中假定 B n = l : n^l (而这就是说 ， tv e 0, 
n > 1)，正如已经注意到，这不妨碍一般性. 

为 此&们 察觉，在上节的 CTi ?- 模型的 “ S - 可表示性”证明中，关键在于概率分 
布 Law ( p Tl | P ) (n ^ 1) 聚集在两个点 （ a 和6, a < 6) 上. 

换句话说，重要的是，这些分布是“两点分布”.看來对应的讨论也可对于更 
一般的模型进行，只要（正则）条件分布 L a w ( ASnl ^ 1； P ) 或者等价的条件分布 

Law ( p n I ^ n - l ； P ) (其中 Pn = 是 “ 两点分 布”及 ( T - 代数义= ••- ,5 n ), 

71^1. 

形式上，我们把“条件两点分布”性质理解为可求出两个随机变量= a n { uj ) 
和、= b n ( u ;) 的可料序列 a = ( a n ) 和6 = (6„),使得 

參 

P(pn = a n I ^n-l)H + P(pn = b n | ^ n _i)(a；) = 1, (l) 
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以及 a n ( uj ) < 0, b n ( u ) > 0对于所有 cu € n ^ 1 成立.（在值 a„(u;) 和 b n ( uj ) 
“相粘合”的情形下，显然有 a n ( iv ) = b n { io ) = 0;这种退化的无意义的情形对应 
AS n ( cv ) = 0; 不妨碍一般性，它在讨论中可立即排除 .；） 

设 Pn {^) = P(Pn = K I 多 n— 1)(山)， 5n(^) = P(Pn = | ^n-l)(^)- 

序列 *5 = ( S ni ^ n , P) 的鞅性质导致条件 E(/9 n I ^n-l) — 0, n ^ 1, 由此得到 


K{^)Pn{^) + M 山 )5nM = 0 ， n^l. 


( 2 ) 


由⑴和⑺我们得到（比较 §4d 中的⑺) 


Pn (^) 


— a n ( ui ) 

(a;) — a n (a;) ? 


5 nM 


b n ( cj ) 

b n ( cu ) - a n ( uj ) 


⑶ 


(如果 a n ( cv ) = b n ( u ) = 0 , 那么规定 p n ( oj ) = q n ( u ) = l ) 

设 X = ( X n ， ， ？) 为局部鞅，函数％ = 釦 ㈤ ，…，〜)满足 X » g n ( Pl ( u ;), 
… ， PnH ). 类似于 §4 c 中的 （8), 我们看到 

t 


9n(pi{^)r- ^n-iM,b n (a;)) ,p n -i(a;)) 

W ) 

= 9n-l(jh« … ,Pn~l(u；)) - ,Pn-i(w) ， a n (a;)) 


⑷ 


同时，按照 § 4 c 的 (9)-(17) 中同样的计算，我们求得对于X 的下列 “ S- 表 示式” 
成立： 

n 

fc=l 

其中 7fcM 为 ^ Lx 可测函数, k ^ l . 

这样,蕴涵关系式 {4} 得证. 

现在转向蕴涵关系式⑵的证明，它对应鞅测度的唯一性可由“条件两点分布，， 
来导出（在 d=l 的 If 形下). 

如果利用正则条件概率 P(A5 n G 使计算可（对于每个 a; G 卬如 

同对通常的概率一样来进行，那么所要求的关于“条件两点性”的断言等价于下列 

断曰： 

I.设 Q = Q (咖）是 (R, 3 §{ R )) 上满足 / R |x|Q(dx) < oo, / R a:Q(dx) = 0 (“鞅性 
质”)~的概率分布.设 f (Q)~ 等价于测度 Q = Q ( dx ) 且具有性质 f u \ x \ Q ( dx ) < oo, 
f u xQ ( dx ) = 0 的测度3 = Q(^) 的族.如果族夕 (Q) 仅仅由一个（原来的）的测度 
Q 所构成，那么这个测度必定是“两点测度，’：存在 a < 0和6 > 0,使得 


Q(W) + Q(W) = 1， 

其中包括有可能它们“粘合”在零点 (a = b = 0 ). 


4 . 完全和完善无套利市场 


- 483 • 


这个断言也可赋以下列等价形式： 

II•设 Z ( Q ) 为满足下列条件的函数 z 2⑻ Or e 3R) 的类： 

Q{x: 0 < z(x) < oo} = 1, 

I \x\z(x)Q{dx) < oc, / z(x)xQ(dx) == 0. 

Jr Jr 

假定对于测度 Q 这个函数类 Z(Q) 仅由 Q- 无区别于 1 的函数 (Q{x: z(x) . 
1}-0)所组成.于是，测度 Q 必定聚集在不多于两个点上. 

最后，这个断言还可如下 变换： 

III. 设€ = €⑻是按坐标给定的在 （K, 溪⑻）上的分布为 Q = Q(dx) 的随机 
变量. 

设 E|$ < oo, = 0以及测度 Q 具有这样的 性质： 如果$〜 Q 以及巨旧 < oo, 

段= 0,那么 Q = Q. 

于是测度 Q 的支集在不多于两个点上聚集（比如 a 彡0和6彡0)，并且它们也 
可能在 “零” 点上“ 粘合” (a = 6 = 0). . 

为了证明这些（等价）断言，我们察觉，每个在 (M,^(M)) 上的概率分布 Q = 
Q(dx) 可表示为三个分布的“混合”形式： 


ciQi + C2Q2 + C3Q3 ， 

其中 A 为纯离散的， Q 2 为绝对连续的，而 Q 3 为奇 异的； Cl ， c 2 和 c 3 为其和等于1 
的非负常数. 

当测度 Q 被假定为聚集在三个点上时，比如点，吻和叫上，并且它们的排 
序为彡〜，而分别有非零质量 p-， 如 和抖 时，证明的思想就在“纯 离散” 
情形下是相当清晰的. 

条件 E 卜0 意味着 


X-P- + Xopo + X^p + = 0- (6) 

如果吻= 0,那么 （6) 取形式为 x - p - + X.J-P+ = 0. 

它们对应在点和上的质量 p _ 和被“汲取”到点 x o =0 上的部分， 

由⑺很~明显，“座落”在三个点 uo 和叫上的测度$ = {p_,po,P + } 是满 
足§〜 Q 和每= 0的概率，并且亡# Q， 这与测度 Q 的唯一性矛盾. 

因此，在: ro == 0的情形下，测度 Q 聚集在三个点上不可能成立. 

现在设吻# 0. 由点 a:— 和 x + 向点 x 0 = 0 “汲取”质量的想法例如可通过下列 
方式来实现. 
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令 

P - = P - Po = Po -\- (e- H-£+), - £. 

对于充分小的^和 e+， 测度 Q = { p ^ y p 0 ^} 是概率，并需要指出，可能选择正数 
和 e +, 使得每= 0,即 


X-P^ + XoPo -f- X + p + 

= ( x - p - + xopo + x + p + ) - ( e _ x _ + ( e _ + £ + ) x 0 - e + x + ) = 0. 


由于 Ef = x - p - + x 0 po + x + p+ = 0, 故正数 e_ 和 e+ 需要选为 

S+ Xq — X~ 

£- x + — a：o ♦ 


如果记 A = o), 那么显然，先选取充分小的 s_， 然后再根据它取值 

X + — Xq 

£+ = Ae _, 就可达到> 0,歹。> 0和歹+ > 0. 

因此，测度亡= { P -, PoM 是概率,己〜 Q， 亡# Q 和5 = 0,再次与鞅测度 Q 
的唯一性矛盾，而’这意味着，分布 Q 不可能取所有三个正值 p_，po 和 p+. 

上述构造不难照搬到聚集在有限或可数点集{而，《二0,士1，士 2,...} 的纯离散 
鞅测度 Q 的情形，其中对应的测度为 { p iy i = 0,士1，士2，_..}，并且如下 排序： ... < 

X -2 < X-i < Xq <X\ < X 2 < — ^ 

如果在集合{化 i = 0, 士1, 士2,… } 有零值，比如邱= 0,那么需要令 


和 


民=~, ^ 7^ 0, 



1 - Pi 

2 


于是 Y^Pi = 1 以及 ^ = x iPi = I Z) X %Pi = 

i i i 

测度 6 = { 兵， i = 0, 土1，士2,… } 是概率，3 〜 Q , Q # Q 和每= 0,与缺测度的 
唯一性假定不相容. 

现在设在集合 { xi,i = 0,士1，土 2 ，...}上所有: Ti # 0. 我们构建新分布 Q = 
{ 兵 ， i = 0, 士1，士2, . _ . 其中对于 i = 土2, 土3, ... ，令菸= 扒， 并且与上面一样，令 


P -1 = P -1 — S：-l， P +1 = P +1 ~S +1 , Po =Po + (S-l+e+i), 


于是 

=E 《一 s^x-1 + (e—1 + e+:)x 0 - e+ix+1, 

f 且与上面考察三点 (x_,x 0 ,a; + ) 的情形一样选取 e_ 和 s+, 就可构建新的鞅测度 
Q, 它不同于 Q, 但与它 等价; 从而与鞅测度 Q 的唯一性矛盾. 
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用类似的方式也可考察分布有绝对连续成分和/或奇异成分的情形. 

2. 现在转向蕴涵关系 {3} 的证明，它是指鞅测度的唯一性导致 a - 代数鳥应 
该由价格来 生成： 

— = cr { So ^ * * * , S n )j n N . 

我们将用归纳法来引人证明.（我们察觉， a - 代数 鳥和多 0 s 相重合，因为根据假定， 
^0 = {0,叫，而 Sq 是非随机量 .） 

设⑴，多，(多 n )， P ) n ^ V 为渗透概率空间，⑻，久，为（股票）价格序 
列，其中& = ( 兒, • . •，究 ). 为了不引进新记号，我们将认为，鞅测度是测度 P 本身. 
假定 ^ n _ i = 我们考察集合4 €义.令 

显然 ，I <么< ■以及 Ee = 1. 因此，有 p \< hj ) = z { aj ) P { dw ) 的测度 P ' 是概率测度， 
且满足 . P ' 〜 P ■设々= E(z | 多^).根据 “ Bayes 公式” （参见 §3 a 中的⑷)， 

E '( A & | ^_ i ) = E ($△ 况 I 只 - i ) . (9) 

我们察觉，因为假定 ^ n-l -多 n % ，由⑻得到 E ( z |^ n _!) = 1. 这时， z 是 

多可测函数.因此，当 i 辛 n 时，」^ = 1，而这意味着 E f (ASi I 馬—0 = 0对所有 

1 

i + n 成立 • 

由于」^ = A E ㈤ = 1和△^为多可测，故由 (12), 

^ n —1 

e ( AS n I U = E ( zAS n I U = E ( zAS n \ 仏） 

= £(£(^1^)1^) 

= E ( AS n E ( z \^)\ O E ( A 5 n | O 0， 

其中我们也利 用了： 根据 （8)， E ( z \^) = l . 

这样一来，价格序列 ( S n ^ n ) n ^ N 关于测度 P ' 是鞅. 

鞅测度 P 的唯一性假定导致 z = 1 ( P - a . s .), 而这就是说，由（11)，对于每个 
A G 

I a = E(/yi I ^ f ) ( P - a . s .). 

由此得到，精确到 P - 测度的零集，久 =. 

按 n 的归纳法我们求得,这些关系式对于所有 n ^ N 成立，这就证明了蕴涵关 
系 {3}. 

3. 这样,軟测度 P 的唯一性确保导出可表示性”的蕴涵关系 {2} 和 {3} 成 
立，由此也导出市场的完全性（由 § 4 a 的引理).从而，定理 B 中的断言（在 d = 1的 
情形）得证. 
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注 1. 注意到以下这点是有 益的： 所引人的定理 B 的证明表明，时间上离散的无 
套利市场（当 iV < oo , d = 1时）其实是在下列含义下也按相变量 离散： a - 代数办 
(关于测度 P ) 是纯原子的，其原子个数不超过2〃 个; 这一结论是“条件两点性”的 
直接推论.（在任意的 d < oo 的情形下，武 v 中的原子个数不超过+ 1严 .） 

注 2.在 TV < oo , d < oo 的情形下，完全无套利市场具有这样的 性质： cr - 代数 
多 N 的元素个数不超过 W + 1)〃 个; 这一状况说明在这样的市场上完 全性与完善性 
这两个概念相重合. 

§4 f . 第二基本定理的推广版本 

1. 上面 所引人 的定理 B 的证明是针对 d = 1的情形的.（这个假定显然在建立 
蕴涵关系{ 2 }和{斜时用到 .） 在1的一般情形下，有价值的是给出这一定理的 
推广陈述，其中除了 “完全性”与“鞅测度的唯一性”的等价性断言以外，还包括一 
系列其他的等价特征. 

先引人某些记号. 

我们将令 S n = ^ (折现价格)， 

Qn (- ；^) = P(A5 n G - I ^n-l)(^), Qn(* ；^) = P(A5 n G - 

我们记得，向量 ai , •■ - , a k (其中 ai eR d ,2^ k ^ d ^ l ) 称为仿射无关，是指 
存在 i e {1，…， Ar }， 使得 k - 1 个向量⑷ — 叫 ） (J = 1，…， k，j 癸 i ) 线性无关.如 
果这个性质对于某个 i G {1，…，树成立，那么它们将也对于任何 i = 1，…，都成 
立.我们察觉， rf - 维向量奶，…，叫的仿射无关性等价于包含 a u …， a k 的最小仿射 
超平面有 A : — 1维. 

定理 B * (第二基本定理的推广 版本； [ 2 叫).设 市场 （：B = ( B n ) 0 ^ Nj 

> 0且多 nw -可测，5= &二（沿，…彡0且久-可测）无套 

利； TV < oo, d < oo. 

那么下列条件等价. 

( a ) 市场是完全的. 

( b ) 市场是完善的. 

( c ) 鞅测度集合夕 ( P ) 刚好包含一个 测度. 

( d ) 局部鞅测度集合巧。 C ( P ) 刚好包含一个测度. 

( e ) 在集合 ^ ioc ( P ) 中存在测度 P ' 使得每个鞅 M = 有 

“果表示式” 

n 

M n = Mo + E 7 iA &， n < N , 


其中％为晃 - i - 可测. 
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(f) 精确到 P - m 度零集 ，多 n = a ( S lr - ,s n ), 并且可求得（对于所有 n 和 0 ；) 仿 
射无关的 1- 可料 M (值过程 （叱，„，…，如 +_)， 1 彡 n 彡 7V ， 使得 （ P-a.s.) 测度 

Qn (-；^) 的支集包含在集合 { ai , n ( w )， … ， a d +1 ， n (0；)} 中. * 

( g ) 精确到 P - 测度零集，多„ = a ( S ir - ,5 n ), 并且可求得（对于所有 n 和 u ;) 仿 

射无关的 d + 1- 可料 IR d - 值过程 (ai, nj ... 1 N , 使得 (P-a.s.) 测度 

Qn (*；^) 的支集包含在集合 { ai , n (^),-* - f + l ， nM } 中. 

在所考察的情形下， a - 代数多 N 是 (关于测度 P ) 有不超过 ( d - hl) N 个原子的纯 
原子 a- 代数. 

d = l 情形下的证明已经在上节中叙述.在 d > 1的一般情形下，相应的证明包 
含在著作[ 25 1]中.想了解所有由价格 S =、 S \..、 S d ) ( d ^ l ) 的向量性所引起的 
技巧细节的读者在这里只要注意在证明模式中 d = l 与 d > l 有什么不同. 

首先我们察觉，性质 （ f ) 和 （ g ) 的等价性是下列兩， „ 和叫，„之间的关系式的简 
单 推论： 

= 雙 + (圭-士) _ 

同时,显然有 （ b) => ⑷, 且由定理 A* (§2e) 3 (d) ^ (c). 

因此,为证明定理,需要确立下列蕴涵关系 成立： 

( a ) —> ⑷， 

( c ) => ( g ), 

勢 

(g) => (b), 

( a )+( g ) ^ ( e ), 

( e ) — > ⑷. 

蕴涵关系⑷ 4 ⑹的证明与 d = 1的情形完全一样（参见 §4 a 中的第2点)， 
其中鞅测度 Mi = 1， 2) 替换为局部鞅测度. 

在蕴涵关系 （ c ) 4 ( g ) 中的关于久= a { S u …，艮）的断言在 §4 e 的第2点 
中为确立 § 4 a 的第 2 点的蕴涵关系 {3} 时得证.（相应的证明其实是对任何 d > 1引 
进的 

蕴涵关系 （ c ) 4 ( g ) 成立的证明中最困难的部分是确立测度 Q n (.； o ;) 的支集 
结构 • 在 d = 1的情形下，测度的支集是“两点测度”.在 d > 1的一般情形下，这些 
测度的支集至多由中）的 d +1 个点所组成.证明的这一部分在 [251] 中详细叙 
述,这里从略_ (证明的思路与 d = 1的情形一样，可如下导出.设测度 P 本身是鞅测 
度.如果 Qn (-；^) 由多于 rf +1 个点所组成，那么再次运用“汲取”质量的思想，用 
P f ( d ^) = z { u ) P { dw ) 的方式构造新测度 P '， 使得 P ' 〜 P ， 且 P # P ， 这里晃 V - 可测 
函数 适当选择.然而，这将与鞅测度的唯一性假定矛盾.类似的构造也可确立 

f -值 向量 （心 ， n ，… , a a +1> n ) 的仿射无关性 .） 
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现在转向蕴涵关系 （ g ) 4 ( b ). 设 / iV 为界 V - 可测随机变量，而原测度 P 自身 
是鞅测度.由 （ g ) 得到， 其实, fN 是只取有限个值的随机变量_ 

要求证明可表示为下列 形式： 

N 

fN = x + y^7fcASfc_ ⑴ 

k=l 


由于序列 X n = x+E 7i ASi (n < TV ) 是 P - 缺，故必定有下列关系式满足 ： a ： = Ef N 

i=l 

以及 


7nA5 n = E(f N \^n)- E(f N \ (2) 

因此，为得到表示式 （1)， 我们令 X = E / n ； 然后我们指出（如同在 d = 1的情形 
中那样)，由条件 （ g ) 导出构造有所要求的性质 （2) 的舄^-可测函数 7 „的可能性. 
(详情参见 [251].) 

蕴涵关系 （ a )+( g ) ^ ( e ). 由 （ g )， tr - 代数办是纯原子的.尤其是，所有办-可 
测随机变量值只取有限多个值，而这就是说，它是有界的. 

设 P € ^ ioc ( P ) 以及 M = { M n ^ n , P %^ N 为軟. 根据⑷，存在 o : € M 和可料 

过程7 = { in ), 使得 Mjv = $ + [ 

i=l 

带有 z + # ^ ASi 的序列 M ' = (MU POwiv 是 P '- 局部鞅，因而也 

是鞅，因为这里所有随机量都有界.由于梅= M f N , 故鞅 M 和 M 重合 （ P '- a . S .)， 
由此得到断言 （ e ). 

最后，为证明蕴涵关系 （ e ) 二^⑷，只需注意到下面这点（比较 §4 a 中的引理). 
设，个带有 P ' 6 ^ ioc ( P ) 的鞅 M = ( M „， A ， P ') 允许有表示式 = 

ikfN 为 多 AT- 可测有界函数.我们考察缺 M n = E \ f N I ^ n ), n < N , 其中 E ' 是 
关于测度 P ' 的均值.按假定， 


N 

/n = Mn = Mq + . y ^7 i ( P '- a . s .). 

i=l 

因此， / iV 可表示为下列形式 

N 

In = x + y ^7 tA 5 j ( P - a . s .), 

i=l 

其中 X = M 0 以及 7 = 是可料序列，而这意味着市场的完全性. 

这就完成了所有上面陈述的在定理 B * 的证明中所要求的蕴涵关系的考察. 

2. 我们引入某些既能说明定理 B *， 也能说明定理 A * 的例子. 


. 完全和完善无套利市场 


例 1 (d = 1 ). 在有 凡三 1 (n < iV ) 的⑶私模型中（参见 §4d), 假定 ( p n ) n^N 
为取两个值 a 和6 (a < 6) 的独立同分布随机变量序列. 

由于 △& = S n - U ) n ，槪 △& = s n ^ a 或者= 5 n _ i 6. 对应于对无套利机 
会的定理 A *， 参数 a 和&必定使得集合 ( a , 6) 包含点 0. 由此得到 a < 0 < 6. 为使 
价格 S ^取正值,还必须要求 a > -1. 

在所考察的情形下， A5 n = S n - lPn , 因而， AS n 取两 个值： 5 n _i6 (“价格上扬 
运动”）和 5 n _xa (“价格下降运动”).因此，条件分布 Q n ('；^) 的支集聚集在两个点 
±： 和 S n »b, 而价格“树”本身（私， S U S 2 , …、 和其上的运动有“齐次 

Markov ”结构（参见后面引进的图 56): 如果（心， S u …， S n _ i ) 为价格的实现，那么 
以概率 p = P( Pn = b) 产生向值^ = Sn-iB 转换，而以概率 g = P ( p n = a) 向值 
S n = Sn-iA 转换,其中 _ B=l + &*>l = l + a . 



图 56 在 Cox-Ross^Rubinstein 的 CRK- 模型中的 “ 价格树 ” (S 0 ， S U S 2 ，...） 『 

在一1 < a < 0 < 6的假定下，存在唯一的鞅测度，因而，对应的 （5, 5) -市场是无 
套利完全市场. 

由定理 B * 得到，在 d 二1的情形下，每个完全无套利市场都有十分相似的价格 
的“二叉树”结构. 

也就是说，在给定的“历史” (5 o ,5 i ? --. ,5 n _!) 下，值& = +/9 n ) 其 

中量 Pn = Pn ( SoySu -- , SW - i ) 都只取两个值：= a n ( S 0 , Si r - , S n ~ i ) 和 6 n = 

b n [So ， Si ， … ， S n -i). 

在上面所考察的 Cox - Ross - Rubinstein 模型中，量和6„是常数 = a i b n = 
b ), 在一般情形下，这些值依赖于价格运动的以前的历史，但再次为了价格的正值性、 
完全性和无套利性，它们必定满足条件 -1 < a n < 0 < b n . 

例 2 ( d = 2 ,；V = i ) •设说 = 历=1, S - ( S U S 2 ) 为两种股票的价格， 
SH = 2 . 我们将考察一步模型 （iV = 1)，并设 
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为价格增量向量，且△负=珣—珣=匀 — 2, i = 1， 2. 

对应于定理 B *， 为使相应的无套利市场完全，测度 P ( A 5 i G •) 的支集必须聚集 
在平面上的三个点上，比如， 




并且所对应的舻上的三个向量必定是仿射无关的.正如上面所已经注意到，这等价 

于向量和 ( a ^~ a A 线性无关. 

\bi ~ bs ) \ b 2 — bs J 

例如，设向量 



中的每一个的概率为这些向量仿射无关,并且鞅测度是使这些向量上的概率分 
别为^和 | 的测度. 
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. 在无套利市场上联系欧式对冲的计算 奶3* 


1. 在无套利市场上联系欧式对冲的计算 

§ la . 风险及其降低方法 

1. 被称为“均值-方差分析”（参见第一章 §2 b ) 的 H . Markowitz 理论 ([332], 
1952 年）给出了一种为投资风险定价的途径和降低其“非系统”风险成分的 方法; 其 
基础是在构成（最优）组合时的 分散化 观念. 

在金融理论中还有别的最优化 问题； 由于“周围环境的不确定性”（正如 H . 
Markowitz 所考察的情形那样)，它可能有 关随机最优化 理论的问题.这时，立即应 
该注意的是，金融论证会带来一系列对冲（关于 “ 对冲”的概念参见第五章 § lb ) 的 
非传统、非标准的最优化问题，这里的“非标准性”在于 最优对 冲作为 控制必 须确保 
满足某些 概率为 1的性质，而不是比如在 平均意义下， 后者是通常在随机最优化理 
论中所采用的.（关 于均方判别准 则参见后面的 § ld .) 

把对冲看作证券组合的动态控制方法在以后将给以特别的关注.重要的是要强 
调，这种方法例如对于期权那样的（衍生）金融工具的定价来说是关键（参见第 4 节 
和第 5 节).但是对此还可说得 更多; 也就是说，在期权合约的定价上，其重要性已被 
确认，并且对冲方法论基础已经被制作成金融风险防范手段. 

2. 我们记得，我们已经在第五章 §lb 中遇到过 对冲， 其中在最简单的一步模型 
中，曾经既对用来达到所要求的目标的初始资本量给出公式，也对最优（对冲）组合 
本身给出公式. 

联系对冲来求出对应的定价公式，也在 多阶段问题中 有很大意义，其中投资者 
的目标在于以概率1 (或者在更一般的讨论中，只要求以正概率）在以后的确定时刻 
N , 使获得的资本不少于某个值,而这个值一般来说是在这个时刻的给定的随机目标 
泛函. 

类似的问题以最直接的方式联系 着欧式期权的 定价，而这种联系基于 F . Black 
和 M . Scholes [44] 以及 R . Merton [345] ①的简明有效的卓越 思想： （在完全的无套利 
市场中） 


期权价格的动态过程必定可通过在对应的投资问题中的最优对冲策 
略的动态资本来复制. 

在美式期权情 形下，除了对冲作为期权支付方面的“控制”以外，还出现新的 
“最优化”元素. 

其实,购得欧式期权的购买者是 被动交 易者： 他不进行任何金融活动,而只是等 
待期权执行时刻 AT . 而对于美式期权来说，购买者扮演的是 主动交 易者的角色，因为 
根据合约条件，他可自己（基于市场上价格的当前值）来选取期权的执行 时刻， 当然， 


以及 K Merton [345]” 只有英文版中有. 


—译者注 
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这要在事先签定的合约所限制的框架下. 

这种期权的出售者自然会在构成相应的对冲组合时，必须考虑购买者在不同的 
时刻把期权提交执行的选择机会.这时很明显，买卖双方利益 的对立 导致一个带极 
小极大 特征的最优化问题. 

这节 (§§ la - ld ) 论证欧式对冲.这个术语是类比欧式期权而提出的，并且强调它 
涉及的偿付索求对冲是在以后的固定时刻.美式对冲在下节中考察 ( X # 此，参见特别 
是 §2 c 中的相应定义). 

3. 正如上面所注意到，在美式期权中，购买者的控制归结为合约终止运作的时 
刻的选择，或者如同通常所说，归结为 停时的 选择. 

这时，如果例如， / = (/o, fu". ， fN) 是支付函数 /i = (i = 0, 1， …， AT) 的 
组，而购买者选择停时 T = T ( u ), 那么他得到的量为 / T = / tM M . 

我们把 / T 表示为下列 形式： 

r N 

fr = fo + A/ fc = /o + J(fc ^ r ) Af k . (1) 

fc=l k=l 

我们察觉,事件 {fc < t} e h . 因此，⑴可改写为 

« N 

/r = /o + > : (2) 

fc=l 

其中 a *； = /( fc 彡 t ) 是多 fc - i - 可测随机变量. 

换一种说法，美式期权的具体条件对于购买者来说，是通过形式刚好为叫 = 
I{k < r ) 的可料控制 a = ( a k ) k ^ N 的选择来解决的. 

从原理上来说，容易想象，购买者也可以通过选取别的（可料）控制函数 a = 
( a k ) k ^ N 来作为解决问题的具体条件.这种（购买者） 可控期权 的例子比如有“护照 
期权 (Passport option )” （参见[6])，其中支付函数有下列 形式： 

• N I + 

/ iv ( a ) = y ^ a fc A 5 fc ， (3) 

• k=l • 

其中 < 1，而 S = ( S k ) k ^ N 为股票价格值. 

于是变得很明显，期权的出售者必定要形成自己的（对冲）组合 7 T = «« 
使得对于任何对出售者的（容许）控制《 = 0(0；) 来说，在终端时刻 iV 的资本 

将 ( P - a . s .) 不小于 f N ( a ( u ;)). 

♦ 

4 . 在 完全市 场的情形下，（投资者、期权出售者的）对冲和比如通过购买期权可 

实现的控制是两个基本“最优化” 成分; 在有关衍生金融工具的定价中，通常涉及的 
也是这两个基本成分. 
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在不完全市场的情形下，除这两个成分外，还要加上第三个成分，它由“大自然 
作用”来确定. 

这里的实质 在于： 在无套利完全市场上，只存在一个鞅测度.然而，在无套利不 
完全市场上，“大自然”容许有整个无套利测度的谱族，而这就是说，容许有无套利金 
融市场的各种实现形式. 

由这些测度和实现怎样具体“作用”于比如某个期权，无论是购买者还是出售 
者，都不清楚.因此，如果没有某种补充设想，无论是出售者还是购买者的策略（对 
冲，停时选择等等)，都要考虑可能的“最佳大自然作用”. 

在以后引入的考察中，形式上，这将表达为许多公式中都要出现按所有鞅测度 
类的 sup , 而这些鞅测度可看作“大自然”的状况. 


§ lb . 对冲价格的基本公式 . I . 完全市场 

1. 我们将考察 N < oo , d < oo 时的无套利完全 （ B ， S )- 市场(在第五章 §2 b 中所 
采用的模式下).根据第二基本定理推广版本的断言 （ f ) (第五章 §2 e ), 这样的 按时间 
离 散的市场也按 相变量离散, 从而所有可考察的 晃 V - 可测随机变量取有限个值，因 
为 a - 代数多 N 由不多于 ( d + l ) N 个原子所构成.从而，在所考察的情形下，进行积 
分时不会发生任何问题,而完全性和完善性概念等价. 


定义. 下列量称为（办-可测偿付索求 A ) 的欧式完善对冲价格（比较第五章 


§ lb ) 


C (/ n ； P ) = inf { a ;: 37 r , 满足 Xg = x , = f N ( P - a . s .)}. 


⑴ 


由于按假定，所考察的市场是无 套利完全市场 ，故 


1) 存在等价于测度 P 的鞅测度邑使得序列 



是鞅（“第一鉢定理”); 


n^N 


2) 这个测度是唯一的,并且每个偿付索求可复制， S 卩，可求得（“完善”）对冲 
7 T ， 使得= f N (“第二基本定理”). 

由此得到，如果 7 T 是完善 Oc ，/； v )- 对冲，即抑= x 以及 X & = f N ( P - a . s .)， 故 
(参见第五章 §la 中的 (18)) 


In 


X 


B 


Bn Bq 


+ 


!>△(■)’ 



而这就是说， 



即 


x = B 0 E^L. 


⑶ 


第六章随机金融模型中的定价理论.离散时间 


我们察觉 ，⑶ 的右端不 依赖所 考察的 ㈡ ，对冲 7 T 的结构.换句话说,如果 
7 T ' 是另一个对冲，那么初始价格0：和^重合. 

因此,下列定理 成立： 

定理 1 (“在完全市场上的完善欧式对冲价格的基本公式”). 在无套利完全市场 
上，完善对冲价格 C (/ iV ; P ) 由下列公式确定： 



⑷ 


2. 对冲的论证不仅要求价格值 C (/^; P ) 的定义，并且也要求完善对冲 组合的 
描述. 

求出这种组合的标准方法如下（比较第五章 §4 a ). 

我们构建鞅 M = ( M n ，多„，其中 M n = I (^：|^)-由于所考察的市 

场 是完全市场， 故由第二基本定理（或者由第五章 §4 b 中~的引理)，对于 M 有下列 
“4-表 示式” 成立： 

D 

M n = M 0 + 史 ％△(■)， (5) 

fc — 1 

其中为多 ' w 可测. 

令 7 T * = (m 其中 7* 取作⑻中的7, ( T n = M n - 不难验证,这个组 

合是自融资的（不过要参见第五章 § 4 b 中的引理证明).同时，备鞅的构造， 


Bo 


M 0 , 


以及 


△ 


B n 


7：A 


S n 

B n 





△ M n 


因此，对所有满足 0 彡 n 彡 iV 的 


B n 


M n = E 


Sn 

Bn 


) 9 


特别是 

= /at ( P - a _ s . 和 P - a . s .). 

这样，借助于表示式”构建的组合 TT * 是（对于心）的完善对冲. 
我们把所得到的结果概述为下列命题. 


⑹ 


⑺ 


定理 2 (“完善对冲及其资本的基本公式”). 在无套利完全市场上存在初值为 


Xf=C(f N ;P) 



B 0 E 


fN 

Bn 
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的自融资完善对冲 7T* = [ m 实现 In 的完善复制： 

— /n ( P - a . s.). 

资本的动态变化由下列公式 确定： 

Xf = B n E (备 | 多)， O^n^N, 

其中的成分 7* = (7=) 由下列 “ I- 表示式”导出： 

D 

卜)=嚷+|^(鲁 )， 1 冰 N ， 

而成分 /?*==( 成）由下列条件 导出： 

X: 、 f3* n B n + 仏 , 

3. 我们在某种程度上更一般的模式下来考察对冲价格问题，其中假定给定的 
不是一个偿付函数而是一系列偿付函数 f 0 ， h ，."， f N , 这里 A 为 武-可测, 

O ^ i ^ N . 

设 t = t { uj ) 为某个固定的在{0,1，…， JV} 中取值的 Markov 时刻， / T 是按 t 和 
foJir " Jn 构建的最终(有限)偿付 函数. 

定理 3. 如果无套利 （S，S)- 市场是 AT- 完全的，那么它将也是 t - 完全的，即可求 
得自融资组合 7T 和初始资本 x 使得 X 石= x 和 X ; = f T (P-a.s.). 

这一定理的证明很 简单： 我们形成新的偿付索求戍= f TAN ; 对于偿付函数 
的完善对冲 tt * 也将是对于原来的偿付函数 / T 的完善对冲. 

这时，相应的对冲价格 


C(/r； p) = min{x: 彐 7T， 使得和 = x , X ^ = f T (P-a.s.)} 


由下列公式确定: 


C (/ 养峰 


⑻ 


4. 关于“基本公式” （4) 会产生如下的问题. 

设所考察的是无套利完全（5,外市场，而测度 P 是对于规范价格奚的鞅测度. 


现在，有益的是把这个性质改写为下列等价 形式： 向量过程 


S 

B S 1 S d 
B J B 1 


，即 


1， 


S 1 

B 


f ) 


，是艮鞅. 
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现在假定，又有另一个（正）折现过程 S = ( B n ) n ^ N 和等价于原来测度 P 的测 
度戸，使得规范过程 



是戸-鞅. 

〜 j 艮自然，我们当然期待公式 （1) 中所确定的价格值 C ( f N ; P ) 不依赖于对应的对 
(5, 戶)和 ( B . P ) 的选择_ 

正是这样的联系，我们现在对下述问题感 兴趣： 为什么卖际上下列等式 成立： 


B 0 E 


/at 


B 


N 


J^N 


⑼ 


甚至下列更一般的事实也成立：“价格过程 


(瓦巨 ( 


fN 


B 


N 





与 


n^N 


㈣㈣ ) 


( 10 ) 


n(N 


重合. 

为此我们假定 
测度 P ， 令 



=1 (这不影响讨论的一般性) • 于是可引进（办上的）新 


dP = Z A dP , 


其中 I 


乙 n 


一 ^ 7 

1? " 


(P | ^ n ) 以及民 = ( P |^ n ), U ^ N . 


测度 P 是概率测度，并且按 “ Bayes 公式”（第五章 §3 a 中的引理)， 




不仅按测度 P 是鞅，并且也按测度 P 是鞅. 


但是如果所考察的市场 是完全市场， 那么鞅测度必定是唯 一的， 而这意味着 ， P = 
P , 即 I = 1 ， n < AT ， 从而由 I 的定义，导得等式 


Z n = ^ = 

dP n 


Bn 

K 


n < N , 
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由此导出 ' 


B " E (fel^) = fe E (fe z 7 v l^ n ) =s " E (fel^ n )' 

这样，公$ (9) 和 （10) 得证,因而,价格值 C (/^; P ) 在完全市场上实际上不依赖 
于折现过程 （5, 瓦…）的选择.在第七章 § lb 中，将对于连续时间情形（更详尽地) 
考察折现程序.这里我们只注意，在许多情形下，正确选择折现过程可大大降低求出 
价格 C (/ iv ； P ) 和相应的完善对冲时的解析困难.关于这方面例如参见第八章 §5 d 和 
§2 c 中的有关“俄国期权”定价的叙述. 


5. 这样，在无套利完全市场上，求完善对冲价格值的问题由公式 （4) 彻底解决， 
其中只要取过程 B 作为折现过程.这时，如果 P 是相应的鞅测度 （ S 卩，它使得 | 为 
鞅)，那么向新的折现过程亙的转换也改变了鞅 测度: 它变为与 （11) 相应的、由公式 


dP = 


Bn 



d ? 


( 12 ) 


所确定的测度戸. 

在不完全市场情形下，存在多 t 鞅测所谓对冲价格问题就已经变得相当不 
简单，因为对于两个不同的鞅 测度丙 和匕，以至对于不同的无套利状态，表示式 

和 5 0 Ep 2 ^ 一般来说是不重合的（参见后面的 § lc ). 

Bn Bn 

6. 作为上面引人的联系各种折现过程和关于不同测度的条件数学期望换算的 
讨论的说明，我们考察下列例子. 

设 fN 为按美元 ( USD ) 计算的偿付索求的价格.如果考察无套利完全（美元计 

算的）市场，那么相应的完善对冲价格将等于 5 0 E ^, 其中5 = ( B n ) n ^ N 为美元银 

Bn 

行账户. 

现在考察用德国马克 ( DEM ) 来确定价格的市场.于是用马克计算的量仏 
( USD ) 将等于 f N S N ( DEM ), 其中 


Sn = 


/ DEM \ 
V - USD ) 


为时刻 iV 的汇率随机变量. 

如果5 = ( B n ) n ^ N 是马克银行账户，而相应的市场也是无套利完全市场，那么 
偿付索求的价格将（按马克）等于 


B 0 E 


Sn/n 

Bn 


5 0 -^ 0 E %^. 

t>N 


再把它转换为美元,就变为 
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我们阐明，应该满足怎样的条件，才能使得美元价格与价格 B 0 E ^- 有自然期 

Bn 


待的重合，或者在更一般的形式下，有等式 


S^BnE 



^ n )= B n E 


( In 

㈤ 


) • 


(13) 


DEM - 市场考察的汇率 S = ( S n ) n ^ N 被假定是无套利的,其中& 


DEM 

USD 


它必定使得(I) 是戸-鞅.因此， E 并且如果有仏=^ 


\^ n / n^N 

那么按照 “Bayes 公式”， 


Sn = J _ 

%~ Z ^ 


(fe 命") 


(P-a,s,). 


(14) 


由此得到， 


S n 


( B n 

[K 


Z n 


E 


Sn Bn 


如果 USD - 市场也是无套利的，那么 


Bn 

<Sn 

kK 


Bn 


Zn I - 


(15) 


是艮鞅，而这意味着 


n^N 




(16) 


由 （15) 和 （16) 以及 USD - 市场的完全性假定，即测度 P 的唯一性假定，这就得到 


Bn dP 


(17) 


(比较 (12)) 以及对于所有 n < N , 有 


B n dP 


(18) 


因为带有心 


(Z n , ^" n , P ) n ^. N 是狹，故 （18) 导出过程(言^) 


71 \ -On / n^N 

也必定是 良鞅. 这一确保按美元计算的偿付索求的价格 / iv 在 USD - 市场和 DEM - 市 
场上重合$鞅性^也可不引入上述 i 十算来导出，而只要把 I = ( B n ) n ^ N 理解为带有 
银行账户否= ( B n ) n ^ N 的美元市场上的基本证券之一. 

§ lc . 对冲价格的基本公式 • II . 不完全市场 

1. 年如在上节中所确立的，在无套利完全市场中，完善对冲价格(价值) C ( f N ; P ) 
由下列公式确定： 


C ( f N ' P ) = B 0 丰， 

t>N 


⑴ 
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其中 I 为按（唯一的）鞅测度 P 的均值，而!关于 P 为鞅. 

关于对冲价值的类似问题自然也可对不完全市场提出.然而，由于在这样的市 
场上，对于自融资组合的完善对冲已经可能不存在，故就要改变对冲价格（价值）的 
定义，以及也要略为扩充我们在完全市场情形下运作的自融资策略类. 

我们记得，对于完全市场的自融资策略 tt = ( At ) 的资本实质上可用两种 
方法来 定义: 或者定义为 

X : = /3 n B n 4 - JnSn , (2) 

或者定义为 

n 

x 卜 JQ + + % △私) ， (3) 

k=l 

详情参见 § la . 

在所定义的关系式中，形为 （3) 的资本表示式更受重视，因为它直观地说明了资 
本形成的动态 变化： X ?是在中初始资本的贡献，而资本增量为 

= f 3 n AB n + j n AS n . (4) 

现在为了考察不完全市场上的对冲问题，有意义的是除 了组合 7 T = { M ) 以外， 
还要引人消 费过程 C = { C n ) n ^ 它是有 多 可测成分和 = 0的非负不减 
过程. 

这种情形实质上已经在第五章 § la 中考察过，并称之为带 消费的情形， 那里取 
代⑷的是假定资本 X 〜 C 的增长动态 变化; 它与组合 7 T 和消费 C 的对应关系 式为: 

AX^ ,C = p n AB n + j n AS n — A (7 n , (5) 

这里 p n AB n -f JnAS n 是组合值与 “ 市场”变化△凡和所确定的贡献 ® ，而 
AC n 刻画了资本在消费上的资本“流”（也包括例如与组合改变本身相联系的所需 
费用). 

这样一来，我们现在假定，策略 ( tt , C ) 对应的资本 X〜 c (类似于 （3)) 用下列公 
式来 确定： 

71 

x^ c = X^ c -h + lk AS k ) - C n , n > 1， (6) 

A：=l 

它等价于 

△度 ) — (1) -鈐 

4 

注 1. 如果令忒=/3 _ 那么由⑹求得 

△办 fc 

71 

X:’ c = X^ C + [(成△丑+ lk AS k ). 


® 原版和英文版在这里都遗漏〜 • ——译者注 
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这个公式与 （3) 十分相像.然而，如果在 （3) 中汍为為可测，那么风为 
爲-可测. 

注 2. 在不完全市场上,完善对冲，即对于某个 7 T =(久7)，资本 义 ① = /at ( P - a . s .) 
的对冲，一般来说不可能.同时，这也不排除当所考察的容许策略类扩充时,可能达 
到终端资本复制 ( P - a . s .) 偿付索求 yw . 正如在下面导入的定理证明中变得明显，引 
入“消费”允许求得策略 ( tt , C ) 使得 X^ c = f N ( P - a . s .). 这也是除了组合还要引 
入消费 C 的“技巧”理由之一.但是另一方面，带“消费”的策略类的引人同时还要 
附加类型为> c > 0的限制，它有明显的经济含义. 

2. 定义.我们称下列量为（晃 V - 可测的偿付索求仏的）欧式对冲上 价格： 

% 

C * c / W ; P ) = in£{x ： 3( tt ， C )， m^X^ c = x , X^ c ^ f N ( P - a . s .)}. ⑺ 


注 3. 除了对冲上价格还可以引人对冲 下价格 (参见 § lb 中的定义).以后将只 
考察上价格，为简单起见，也经常称它为 价格.~ 

设 ^( P ) 为所有等价于测度 P 的鞅测度？的全体.假定 ^( P ) + 0. 

在无 套利不完全市 场上的定价理论的中心结果在下列命题中给出，它推广了公 
式⑴. 

定理1 (“不完全市场上的欧式对冲价格的基本公式”). 设 /at 为非负有界心-可 
测函数.在无套利不完全市场上的上价格 C ^ C / WiP ) 由下列公式确定： 


C*C/W;P) 


= sup 
Pe^(P) 



Sn 

Bn 


⑻ 


其中 Eg 为按测度 P 的均值. 

这个结果的特殊情形我们已经在前面对于一步模型的情形建立（第五章 § lc 中 
的定理1;也参见 [93]). 

公式 （8) 的证明中的关键点也称为 “可选分解” （参见后面的 §2 d )， 其证明在技 
巧方面相当复杂.证明“可选分解”并得到公式 （8) 的第一批著作是 N . El Karoui 和 
M . Quenez 的著作 [ I 36 ] 和 D . O . Kramkov 的著作 [281]; 有关推广和各种证明也参 
见[99]，[163]， [164]. 

3. 定理证明•设 （7 T ， C ) 为 k / iv )- 对冲，即 X^ C = A 且 X^ G ^ f N ( P - a . s .). 
于是（比较 § lb 中的 （2)) 


⑼ 


. 在无套利市场上联系欧式对冲的计算 


而这就是说，对于任何测度 P e 妒 ( P )， 

BoE^^x, 

^>N 

因为由第二章 § lc 中的引理得到 7fc A (盒 


(10) 


0,而由⑼导出不等式 


1 -( 1 ) 


>一 


Bo 


由此得到 


~ SU p BqE p ^ ^C*(f N ;P) 

P €^( P ) 


(ii) 


为了证明相反方向的不等式，令 


Y n = ess sup Ep d ), 
Pe^(P) \ Bn / 


( 12 ) 


其中本性上 确界匕 根据定义为 久-可 测随机变量，它一方面对于任何测度 P e 
^( P ) 满足不等式 




E 喂 


) ( P - a . s .)， 


(13) 


而另一方面具有这样的性质（“极小性”)：如果有另外一个量也大于 （13) 的右端， 
那么 K ( P - a . s .). 

正如在 §2 b 中所指出，序列= ( Yn ^ n ) n ^ N 是关于任何⑴测度 Q G 料 P ) 
的上鞅，即 


^ Q ( y n +i | ^ n ) ^ y n ( Q - a . s .). 


(14) 


我们记得，由经典的 Doob 分解(第二章 § lb ) 得到，对于每 个具体 的测度 Q 可求 
得鞅 MQ = (MU Q)o«n ， M 0 Q = 0,及可料不减过程 = « ^ n _!, Q )^ n ^ 

冬 0,使得 

Y n = Y 0 ^ M ^- A ^ (15) 

尤其引人注目的是这样的事实：如果二 （4 A ) 是关于族少 ( P ) 中的 任何测 
度 Q 是上鞅，那么对于 y 的下 列普适 （即，不依赖于 Q 的）分解 成立： 


Yn ~ ^0 ~ Cw) 


(16) 


其中 M = ( M n ^ n ) 是关于任何测度 CK 夕 ( P ) 为鞅，而 U = ( C n ^ n ) 是某个有 
Co — 0的不减过程. 

我们强调，如果在 Doob 分解 （15) 中，过程 f 是可料的（即々为多 n - i -可 
测)，那么在（ I 6 )中过程 G = ( 匕，多 „) 仅仅是 可选的 （即匕为久-可测). 
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正是联系着这一状况，分解 （16) 称为可选分解. 

应用于 （12) 中定义的上鞅 1" = ( Y n ^ n ), 可使鞅 M = ( M n ^ n ) 的结构具体 


化为 


M n 


K )， 


(17) 


其中 7 = (7 n ,^n-l) 为某个可料过程.（我们强调，这个事实远非平凡，其证明类似 
于可选分解的 证明； 参见 § 2d .) ~ 

根据 （16) 和 （17) 中所定义的过程 7 , G 和 y 0 , 我们现在构建组合元=(反％和 

消费过程使得对应的资本 X$， d 满足 X^ d = B 0 sup Ep |^- 以及 X^ d > f N . 

PG^(P) B N 

由此当然就得到 ~ 

C *( f N ; P )^ X^ d = B 0 sup E -^~ 


Pe ^( P ) 


B n ， 


并且它与 （11) 一起导致等式 （8). 


所要求的组合 


03) 和消费过程5,我们以下列方式定义 


^fn = 7n ， 0n = ^ri — Tn 


Sn 

瓦’ 


(18) 


9 W 

C n = ^2 B ^ A ' U ^ 


(19) 


其中 7 和 G 取自上鞅的可选分解. 

对于这样定义的 f 和行，其初始资本 

X^ d = p 0 Bo-hjoSo = YoB 0 . 

在带“消费”的模式情形下，我们认为（参见第五章 § la 中的第4点)，资本增量通过 
下列公式来 实现： 

AX^ d = 0 n AB n + 7nA5 n - AC ni (20) 


正如我们已经注意到，由此得到（也可与第五章 § la 中的 （27) 相比较) 


A 


B n 


7 nA 


Sn 

瓦 


AC n 

B n -i 


( 21 ) 


由 （16)-(19) 


A 


B n 


Ar n 


( 22 ) 


以及由于 ^ = %，故 




( 23 ) 
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这样一来 , XY = f N , 因而，所构建的带有初始资本 (5 F , C ) 的策略 




d = B 0 Yo = B Q sup Ep ^ 


PG^(P) 


B 


N 


用来刚好实现完善 对冲: 


x 穿 = f N 


由此得到 


C *(/ iv ； P ) ^ B 0 sup Ep 


P €^( P ) 


fN 

Bn 


它与 （11) 一起就（在具有“可选分解”的假定下）证明了所要求的公式 （8). 

定理1得证,并且类似这个证明，还可建立下列命题（比较 §lb 中的定理 2). 

定理2 (“对于完善对冲及其资本和消费的基本公式”).在无套利市场上存在自 
融资对冲 7 T * = (m 和消费 C *， 使得对应的资本= (3* B n + 按照对应 

的“平衡条件” AX : = ^ AB n + 7 ； A 5 n - AC * 来演变，这时， 


Xf=a(f N ;P) 




sup B 0 Es 


In 


PG ^( P ) 


P B 


N 


以及 


= Jn ( P ^ a . s .) 


资本 Xf 的动态变化由下列公式 确定: 


B n ess sup Ep 
P €^( P ) 


In 

Bn 




成分 7 * = «) .和 C * = ( C ：) 由下列可选分解 得到: 


ess sup Ep I 會 

PG^(P) 、 h 


N 



sup Ep 奈 + 

P €^( P ) Bn 


p 醬 m 


而成分 /r = (/?*) 由条件 


成凡 + 得到 ■ 


§ id . 关于均方判别准则下的对冲价格计算 


1•设 fN = 为某个晃 V- 可测偿付索求.在无套利完全市场上，交易者有 

机会以某个初始资本 a : 和某个策略 7 T 在下列含义下精确复制心：以概率1满足 
^n{ x ) = In- , 

在不完全（无套利或套利）市场情形下，局面陡然复杂起来， 期待 f N 的精确复 
制已经不再发生. 
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在 § lc 中考察了在不完全市场上怎样计算对冲价格 C * C / W ; P ) 的问题，其中假 
定对冲策略 （7 T ， C ) 满足 X^ C ^ f N ( P - a . s .). 

在这一节中，最优对冲将理解为另一种含义，即，尽可能以“最大的精确度”复 
制仏（没有向“消费” C 的转化). 

关于测度选择的复制精度问题是在一定意义下足够满意的规定，并且以“既定 
目标”、对应的最优化问题的获得精确解的可能程度等等来确定. 

以后将以均方偏差 


R N (7 r , x ) = E [ XUx )~ f N ] 2 ⑴ 

来度量复制质量，它用来在一系列情形下求得“最优的” f 和#，达到 E [ XUx ) - 
/ n ] 2 的最小值 


inf Rn ( tt ; x ) = (2) 

( Tr ，®) 

2- 我们将假定， (^ W ， P ) 为给定的渗透概率空间，多 o = {0， f 2}， 
办=多 •设 s = ⑻，…， St 、 n ( N 为 心维资产的价格序列，且 E 店 < oo . 

若假定价格序列关于原来的测度 P 为鞅，且平方可积，则在满足 E ( X ]^( x )) 2 < 00 
的策略类中，最优化问题 （2) 可以有简单的讨论.（我们强调，这里没有假定鞅测度的 
唯一性，也就是说，没有假定市场的完全性 .） 

设 7 T = (7 1 ，…， 7 d ) ，其中 V = ( On ( N , 以及 

n n / d \ 

X:(x) = X + Y^hk^Sk) + I ⑶ 

k=l k=l \ i=l / 

为带可料的 (z = 1 , * — , ( i ) 的策略 7 T 的资本. 

由于序列 ( X :( x ) U N 是鞅，故 

EXi ( x ) = X . (4) 

如果令《= X ^( x ) - f N , 那么由显然的等式 Ef = ( EC ) 2 + E(C - E ^ 2 , 我们求得 

Rn (^ x ) = [ E ( f N - x )} 2 4 - E [( X ^( x ) - x )- ( f N - Ef N )} 2 . (5) 

9 

下面将指出，对于每个有 E (^( x )) 2 < oo 的点对 ( tt , x ), 可求得这样的点对 

(兀»，使得 R N (7 T ； x ) ^ R N (7 T *； X ), 并且 7 T * 具有这样的性质： Xf ⑷ - 0；独立于 0：. 
由此和 （5) 将导出 inf [ iixf ^(7 r ; a ;)] 达到其值 

X . 7T 


x * = Ef N . 

对于 S = 1， •. • ，令（认为0/0 = 0) 

E(/^AS；|^ n _ x ) 

7n 


⑹ 


⑺ 
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并如下构成鞅 P = ( L * J n ( N : 


N 

E f N - Y , ilk ^ S k )\^ n -x 


⑻ 


显然， f N 有下列分解 


f N = x + ^( 7 ^ AS k ) + L * N . 


⑼ 


k 


运用定义 （7), 可直接断定 


ECAL ^.^ ASn )!^-!) 


( 10 ) 


我们察觉，这个性质等价于两个平方可积鞅和 I ： (7=， A 5 fc ) 在下列 

\ fc=l / n^.N 

含义下“正 交”： 它们的乘积也是鞅.在这方面，注意到下列这点是有益的：在“一般 
缺论”中，分解⑼称为 “ Kunita - Watanabe 分解”. 

由⑼和 （10) 我们求得，对于任何点对 （7 T , X )， 有 


i?Ar(7T ； x) = E /iV — 


( N 

(工 + X](7fc ， A5fc) 

\ k=l 


E 5>卜7知具)+巧 


2 




E 乙(7卜，△⑹ + E [ L ^] 2 


^ E[L^] 2 = E /^- U + ^( 7fc # ,A5 fc ) 

. \ fc=i 

= R N ( n *] x ) > /^(丌*;工*)， 


并且这里第一个不等式当 7 = 7* 时变为等式. 
这样，下列定理 得证： 


( 11 ) 


定理. 设原来的测度 P 是鞅测度.那么在问题 （2) 中，（按均方判别准则的）最优 
对冲 tt * = (7* 1 ，… ，7* d ) 由公式⑺给定， x * = E / jv , 并且 


iM7T*;x *) 二 E + 


( 12 ) 


fc=l 


注. 在测度 P 不是（对于价格 S 的）鞅测度的情形下，最优点对 ( X %7 T *) 的实现 
问题及其求解方法变得相当不简单.关于这方面，参见例如 H . Follmer , M . Schweizer 
和 D . Sondermann 的著作 [167], [168], [430], 也参见著作 [ I 94 ] 和 [195]. 
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还要注意，在第五章 §3 d 之末曾经提到过 的最小 鞅测度概念，正是在联系所考 
察的均方判别准则下的对冲问题时产生的. 


§ le . 远期合约和期货合约 

1. 在本节中将指出，无套利观念怎样用来计算远期和期货的“远期”合约价格 
和“期货”合约价格，而远期合约、期货合约与期权合约一样，是金融市场上的重要 
投资工具. 

根据第一章 § lc 中给出的定义，远期和期货是在未来确定的时刻按事先约定的 
(“远期”或“期货”）价格交割的某种资产的买卖合约（协议). 

尽管远期和期货两者都是买卖合约，它们之间还是有本质区别. 

远期在本质上完全就是在感兴趣的双方之间的买卖约定，没有任何中介. 

期货也 是买卖合约，但买卖双方是通过清算机构的中介在交易所中签定的，后 
者确定签约双方的相互结算，并且是协议条件的担保方. 

2. 假定，买卖所涉及的资产市场价格由随机序列 S = { Sk ) k ( N 来描述，其中 iV 
是合约到期时刻，它等同于交割时刻. 

显然，如果协议在资产的市场价格为的时刻 iV 成交，那么对于“远期”和 
“期货”价格的任何自然定义，它们的值必定等于知 . 当然，另一方面，如果合约在 
时刻 n < N 成交，这里的主要问题就在于（在无套利市场上）怎样理解公 平合约 
价格. 

_ 

为了形式化的目的，我们将认为,所考察的是第五章 § lc 中的 （ S ， S )- 市场模式， 
其中丑= ( B n ) 是银行账户 ， S = ( 义） 是签约双方所感兴趣的资产 • （如果认为，所考 
察的资产是 d - 维风险资产向量的分量之一，那么在无套利性的假定下，这并不使后 
面的结论有任何改变 .） 

现在我们转向在 § la 的第4点中所描述的带“分红”的情形,其中购买者相应 
于策略 7 T = (13，，) 的资本 X = ( XZ ) n ^ N 由下列公式来确定： 

XI = (3 n B n 4- 7 nA £) n , (1) 


而其变化由下列公式 确定: 


— /3 n A . B n + 7 n AZ ) n , ⑶ 

其中 7 n 是所购买的资产 S 的单位“数”，而 D = ( D n ^ n ) n ^ N 是联系资产5的分 
红总额（可取负值）过程， A ) = 0. 

我们将在所考察的远期合约和期货合约情形下描述分红结构，并由此得到它们 
的“公平”价格. 

3. 设远期合约在时刻 n 成交，并且签约双方都同意，基于“信息”多交割价 
格（换句话说，远期价格）等于 F n ( iV ). 
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于是，按远期合约作用的自身机理，（带符号的）分红总额过程有下列 结构: 


以及 


Dk =0， n ^ k < iV , 

4 

Dn = Sn — F n ( iV ). 


由⑴和⑺得到（也参见第五章 § la 中 (24)) 


A 


f)=^ 


⑶ 

⑷ 


⑻ 


从而 




n < N . 


⑹ 


很明显，对于在时刻 n 成交的远期合约有 7fe = 0, A : < n , 以及 7 fc = 7 n+i 对于 
mk^n + 1 成立，其中可解释为所购买的资产 S 的单位“数”. 

由⑹， ， 


^ = f +7n+1 ^m 

-On J^N 


⑺ 


并立即可作出下列结论. 

设所考察的 （ s ， s )- 市场是无套 利完全市场. 我们以 P 表示那个唯一的鞅测度， 


它使得 (¥) 


形 成鞅. 


现在假定，多 n - 可测价格 ¥ n { N ) 满足 


Er 


S N - F n ( iV ) 


B 


N 



0， n 彡 iV ， 


⑻ 


即，设 


¥ n ( N )= 




于是由⑺可见， 




而这就是说，在时刻 n 按用公式⑼确定的价格 ¥ n ( N ) 成交的远期合约是无套利的 
(即，如果 X : = 0 以及 P ( X ]^ ^0) = 1, 那么 P ( X ^ = 0) = 1,参见第五章 §2 a 中 
的定义2)，在这一含义下，称为 远期价 格的值 ¥ n ( N ) 自然应该看作远期合约的公平 


价格. 
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我们察觉，（尽外市场的无套利性假定导致 



因此，由⑼我们求得无套利远期价格 F „( A0 由下列公式确定: 




4. 现在我们转向期货价格.设这一合约在时刻 n 以多„-可测的具体（期货）价 
格 ^ n ( N ) 成交.合约签定以后，就进人由清算机构来实施的相互支付的机制，以简 
要的形式来说（不考虑有关保证金账户、该账户中的保证金存款等等的细节)，它可 
用（带符号的）分红的术语描述如下. 

如果在时刻 n + 1, 期货的市场价格变为 $ n+ i(iV), 并且 $ n+ i(iV) <〜⑻，那么 
购买者就要在出售者的账户中打人金额 $ n (7V)-$ n+1 (7V). 如果 电 n+1 (N) > 心 ㈤， 
那么相反，出售者就要向购买者账户打人金额 电 n+1 (N) — ^ n (N). 

我们将记如= $ 0 ( AT ) 以及 


‘= 屯 n(N) - ^n-lC-AT), n 彡 1. 

又设 

D n = + * • • + S n , ( 12 ) 

以至 hD n = 8 n , 1. 

由⑹我们求得（比较⑺） 


V7T 

A AT 

Bn 


B n 


• 9 

+ 7n+1 


fe = n+l 


~ bT 


(13) 


如同在远期合约的情形中那样，由此我们断定，如果 P 是 （ B ， S )- 市场唯一的鞅测度， 
那么在价格 $ o ( AT )， …， $ n + l ( iV ) 上的条件 ’ 


E p(E 勤久 H ( 14 ) 

\ fc = n+l k / 

显然将保证在时刻 n 成交的期货无套利. 

我们要求，关于测度 P 序列乃= ( D n ) n ^ N 形成鞅.在这一情形下，对于任何 
n 彡0,条件（ I 4 )将满足.其实，由可料序列的正性，反之也成立. 

序列乃= ( D n ) n ^ N 的鞅性意味着 


Ep(D N \ ^n) = D n . 


( 15 ) 


2 . 在无套利市场上联系美式对冲的计算 


• 511 . 


但是凡=知+…+心= ^n(N), 而 Av = ^n(N) = S N . 因此，由 （15) 求得选择 
期货价格为如下 形式： 

^ n ( N )^ E ^ S N \^ n ), u ^ n ] (16) 

确保相应的期货合约无套利. 

注.设 B = ( B n ) n ( N 是确定性 序列. 那么，显然， 

^ n ( N ) = %读\— . B n =备 • B n ， (17) 

并且与 （11) 相比较，我们就得到众所周知的 事实：在丑 = (B n ) 为确定性序列的情 
形下，远期价格和期货价格相重合. 


2 . 在无套利市场上联系美式对冲的计算 


§2 a . 最优停时问题.上鞅特征化 

1 . 在 § ic 中所引入的序列 r = ( y „) 关于族夕 ( p ) 中的每一个测度的上鞅特征 
化并不出人意外，只要把 （12) 中的 ess sup 运算解释为“最佳”概率测度选择的最优 
化问题.在这样的理解下，我们感兴趣的是上鞅性质无非就是广为人知的价格过程 
(“Bellman 函数”）在随机最优化问题中所满足的 “ 最优化原理”的断言之一， 

这种问题的特殊情形是某个随机序列/ = ( f n U N 的最优停时问题，由对它的 
讨论来开始叙述最优化问题中的“上鞅特征化”问题是适宜的.把这一情形专门分 
离出来讨论对于联系后面考察的美式期权（其中期权购买者有权选择执行时刻，它 
也可在这里看作“最优化元素”）也是适 宜的； 与此相联系的还有在这一情形下，明确 
用来作为取 ess sup 的对象类必须“足够丰富 

2 •设/ = ( fn ，^ n ) Q « N 是某个⑴，多，(多 n ) G « iV ， P ) 上的随机序列，多 "o = 
{0,Qh^ N = ^. 我们将假定 E |/ n | < oo 对于所有 n^N<oo 成立. 

我们感兴趣的问题 如下： 

1 ) 求（价格）函数 

= sup E/ r , (1) 

. rem^ 

其中 sup 对于所有满足 n ^ r ^ N 的停时 7" 的类 来取； 

2 ) 求出最优停时（在目前的局面下它存在). 

现在考察的最优停时问题并没有在 N = oo 的一般情形下（于是类是所有 
有限停时 r ^ n 全体）来陈述（参见后面的第 4 点)，而仅仅对于有限 “ 视野” AT 的 
情形来陈述.主要原因在于这一情形处置比较初等，同时，在这一情形下，向后的归 
纳法“奏效”，它也是求出对应最优停时的价格的基本方法之一. 
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3. 我们以下 列人为方式引 人序列 

7jv = fjVj 

In = max (/„， E« +1 1 ^ n )). 



又对于 0 < n 彡 7 V ， 令 


Tn = min{n ^ i ^ N : f { = 7 ^}. 


下列结果是在有限时间区间 0 < n < AT 中关于最优停时问题理论的中心结果 
之一； 比较 [75; 第3章]， [441; 第2 章]. 

定理 1. 由递推关系式（ 2 )定义的序列 = «) n ( N 和时刻 0 < n ^ AT , 
具有下列 性质： 

(a) 

( b ) E (/ T .|^ n )= 7l f ； 

( c ) E (/ r |^ n )^ E (/ r ^ I ^ n ) = ^ 对于任何 reWl ^ 成立； 

(d) 7n = ess sup E (/ T f f n ) ， 特别是 7 # = sup E/r = Ef T N ； 

retm^ 0 

⑷ C = E 7 二 

证明. 为了在这个证明中直到第 3 点末简化记号，我们将总忽略指标 AT ， 取代 
7。肌 。 A 将记为 ^ V nj m ni r n . 

性质⑷由〜的定义得到.性质 （ b ) 和⑷对于 n = N 显然.下面将用向后归 
纳法来进行讨论. 

设这一性质对于 n = N ， N - l, …， k 已经建立.我们指出，它们也对于 n = k-l 
满足. 

设 t G %_i 和 >1 6 ^ k - i - 令7 = max ( r , k ). 显然， r e 9 Jl k 以及考虑到 
{ r > k } e 多 k - u 于是对于 4 我们求得 


E[/a/t] = i}/r] + E[/^ n { r ^ fc }/ r ] 

= ^ An { T = k ~ l } fk - l ] + E [^ n { r ^ fc } E(/r | 多 fc - l )] 

= ^ An { r = k - i } fk - i ] + E [-^4 n { T > fc } E ( E (/ r | ^ it ) | ^ k - i )} 

~ ^An{T=k-l}fk-l] + ^[lAn{r^k}^-{lk I ^k-l)] 

< E [/ A 7 fe - i ], (3) 

其中最后一个不等式由 （ 2 ) 得到. 

因此， E(/ T I ^ 7 fc - i - 为使所要求的断言 （ b ) 和⑷对于 n = k - l 成立 
只需指出 

«^ fc — 1 ) = 7 fe — 1 * (4) 


2 . 在无套利市场上联系美式对冲的计算 


• 513 - 


为此我们转向⑶中的不等式链，并指出，对于 r = r fc _ i , 其实在⑶中我们总 
是有等式成立. 

事实上，在集合 { r fc _i ^ k } ±,根据 m 的定义,我们有 r = r fc ， 并且由于按 
归纳假定， E (/ r J ^)=7 fc > 故在⑻中， 

+ E[I An{Tk ^ k} E(E(f Tk \^ k )\ ^ fc _!)] 

= E[7 J 4p^ Tfc _ 1= / c _ij.// c _i] + E[/ J 4 r - 1 {rjt_i^fc}^( / yA: I ^k)\ 

= WAlk - l ], 

其中最后一个等式（根据定义）由 7 fc _i = max (/ fc _ i , E (7 fc |多 it - i )) 和 7 fc-i = / fc - i 在 
{ r k -.i = A ： - 1} 上成立得到，而在集合 { r fc _! > A : — 1} 上我们有 / fe _ x < 7fe -i (这就是 
说，在这个集合上 7 fc-i = E( 7 fc I ^ fc - i )). 

这样，断言 （ b ) 和⑷得证，因而断言 （ d ) 也得证.最后，由于对于每个 t e OTfc ， 
由 （ c ) 有 


E/t < E/ Tfc = E^y/c ， 

故 T 4 = sup E/ T = E/ Tfc = E 7fc , 即断言⑷成立. 

rGOJlfc 

注 i . 在上面引入的证明中，曾经利用这样的 事实： 如果 t e m - u 那么时刻 
r = max ( r , k ) 包含在中.在我 们所考察的情形下，干脆假定，类 OTjt 包含这样 
的瞬间.在这一含义下，可以说， 类 m “ k < N ) “足够丰富（关于这方面参见第1 
点末 .：） 

推论 1. 序列 7 = ( ln ) n ^ N 是上鞅.这时，7是在下列意义下优于序列/ = 
( fn ) n ^ N 的最小 上鞅： 如果〒= (%) n ^ N 也是上鞅，并且对于所有 n < AT 满足 

In 彡 /«，那么 7 n 彡 ( P _ a . S .)， U^N. 

其实，7 = (7 nUiV 是优于 f = (fn)n^N 的上鞅由递推关系式 （2) 可得. 

同时,很明显，彡// V ,并且对于 n < N , 

In ^ max(/ nj E (7 n +1 I 多 n )). (5) 

由于 T?v = / iv , 故 > / at ， 并且 

IN -1 > maxC / iv . i , E^n | ^ v - i )) 

彡 max ( f N _ u E( 7Ar I ^ N - i )) = 7 iv - i - 


用类似的方式可指出 > 7 n 对于任何 n^N - 1 成立. 
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推论 2. 在上一推论中陈述的结果可改 写为: 如果 7 = ( 7 n)n^AT 是下列递推方 
程组 的解： 

7 n = Hiax(/ n , E (7 n +1 1 ^ n )), n<N, ⑹ 

其中 7 N = fN ， 那么 7 n ^ 7 n , ^ ^ N , 对于每个满足不等式组 ' 

In > max (/ n , E ( 7 n + 1 1 J ^)), n < N, ⑺ 

以及％ > / iV 的序列 7 = (7 n ) n ^ AT 成立. 

我们指出，在所有这样的解 f = (%) n ^ N 中表示为7 = ( ln ) n ^ N 的最小解存在， 
且满足带有 = / iv 的方程组⑹. 

♦ lN = fN ， 并对 n < iV 设 

7 n = max ( fn , E (7 „+l I fn )). ⑻ 

显然，对于所有 n < AT , 有\ > / n ， 并且7 = ( 7 uUn 是上鞅.由于按假定， 
7 = ( in ) n ^ N 具有最小性质，故 

max (/ n , E ( 7 n _|-1 I ^ n )) = 7 n = 7 n - ⑼ 

因此，对于 n<N, 有 

maxC / W ， E (7 n+1 1 ^ n )) = 7 n ^ 7 n > max (/ n , E ( 7 „ +1 1 f n ))， 

以及对于 n = N , 有 

In — In ^1n ^ /n- 

这样， ! N = 7 N = fN i 并且由⑼，对于所有 n<N, 有 

In ~ 7 n . 

尤其是，优于序列/ = ( f n ) n^N 的最小上鞅7 = ( 7n ) n《N 满足带有 7iV = /iV 的 
方程 ⑹. 

推论 3. 时刻 

= min {0 ^ i ^ N; fi = } 

是类 OTf 中 的最优 停时： 

sup E/ t = Ef r N (= 7 ^). 
rem^ ° 

4. 我们考察定理 1 对 iV = oo 的情形的推广问题.更确切地说，我们将假定 
^ fl * n =^ 为所有那些满足对于任何 a ; e A 有 t = t ( u ) 的有限 Markov 时刻的类. 
以后我们将以 mr 表示类 ang °. 
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又设/ = { f n ^ n ) n > 0 是给定在⑺，多， (^ n ) n ^ O , P ) 上的随机序列， 

V ： = sup E / r , (10) 

7 * = ess sup E(/ T I 多 „)， （11) 

refXfl ^ 

T * = inf{fc > n : /fc = 7fc }. ( 12 ) 

当然，我们自然期待（在一定的条件下 ） 7 ；： = 以及在 （ 2 ) 中极限过程 

可能; 于是它对于 7* = (7；：) 给出方程 N —°° 

7 n = max (/ n ， E ( 7；+i | A )). (13) 

类似地，我们也自然期待， （ 12 ) 中确定的时刻 T ；： 是类肌；；中在下列含义下的最优时 
刻： 

V * = sup Ef r = E / r *, (14) 

以及 

K = E 7 ：. (15) 

在例如 [75] 和 [441] 中叙述的最优停时理论中，揭示在一定条件下（但并不总 
是!）所陈述的结果实际上是成立的. 

我们只引入这方面的一个相当一般的结果，其详情可在上述专著中找到. 

定理 2. 设/ = (/ n ,^ nWo 为带有 Esup /~ < OO 的随机序列. 

a ) 带有 n 

7n = ess sup E(/ r I ^ n ) (16) 

reTl ^ 

的序列 7 * = ( 7 ；) n ^ 0 满足递推关系式 

In = max (/„， E ( 7 * +1 1 ^ n )), (17) 

因此，它是优于序列 / = (/„) 的上鞅. 

b ) 序列 7 * = (7；) n ^0 是优于序列 / = ( fn ) n^O 的最小上鞅. 

c ) 设 < = inf { fc f k = 7 ^}. 于是，如果 Esup |/ n | < 00 , 且 P « < oo ) = 1 ， 

那么 < 是最优 停时： n 


Vn = SUp Ef r = 

= E/t:, 

(18) 


In = ess sup E (/ T | J^ n ) = 
rem^ 

= E(/ r J^n). 

(19) 

d ) 对于每个 71 彡 0 ，当 # — 00时，有 (P-a.s.) 


In T 7n- 


(20) 
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5. 正如上面已经注意到，在有限时间视野 （iV < oo ) 情形下，最优停时问题的求 
解可通过向后归纳法计算量 Hd 来实现，由于 < = 仏，而 < 满足 
递推关系式（13)，这是可能的. 

在无限时间视野 （AT = oo ) 的情形下，求函数序列7 = (7 n ) n ^ o 的问题，变得更 
为微妙，因为取代时刻 AT 上的条件而变为价格 K (n > 0) 的补充特征和性质.例如, 
在求出方程组 （17) 的所需解时，有时成功地运用这样的 思想： 所要求的解必定是所 
有解的集合中的最小解. > 

对于最优停时问题的求解技巧研究最深入的是 Markov 情形.^ 

为作出相应的叙述，我们假定，存 在齐次⑽过程 X = ( x n ^ n , P x ), 其中 
离散时间为 n = 0,1，…， 状态相 空间为（五，溪） 以及对于每个初始状态 x G E 在 
^ = V ^ n 上有概率测度 h 的族(详情参见 [126], [441]). 

设： T 为一步转 移算子 （对于有 E x \ f ( Xl )\ < oo ( xeE ) 的可测函数/ = 

Tf ( x ) = E x /( xi ), 这里 Ei 为关于测度 h 的均值 ，: r 6五). 

又设 5 5 ⑷是某个激-可测函数 , x e E . 

取函数 g { x n ) 作为上面考察的函数/„, n ^ 0,并设 Eajfsup ^ - ^)] < oo , x e E . 
令 

s ( x ) = sup E x g ( x T ), (21) 

re * m * 

其中 9 JT = { r : t ( u )) < oo,lo e Q } 是所有有限 Markov 时刻类. 

对于 Markov 过程 X 所考察的最优停时问题在于求出最优时刻的函数咖) 
(gp s(x) = E x g ( x r *), X e E ), 或者 最优时刻 T e * 的函数（即十 ）— e 4 E x g { X T ^), 
xeE ), 如果这样的函数存在. C 

显然， Markov 局面的优势在于，在这样的情形下，上面考察的条件数学期望 
E ,(* l ^ n ) 变为只依赖于仅由时刻 n 的过程值来表示的“过去的历史久”，即仅与 
Xn 有关.特别是,上面考察的函数 7 n ， 7?变为仅仅是^的函数. 

我们引入走理1和2的 Markov 文本，以后（在第六章中）我们将在分析美式期 
权时运用有关结果. 

定理 3 . 设分 = 分⑷为带有 E x g ~( x k ) < oo 的潔 ( R )- 可测函数， x e E , k N , 

sn ( x ) = sup E x g ( x r ), (22) 

其中 9 Jt ^ = { r :0< r ^ iV }, AT ^ O . 

设 

Qg ( x ) = max ^^),^^)), (23) 

= m h {0 ( m < N : s ^_ m ( x m ) = g { x m )}. (24) 


以及 
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那么 

⑷ 

sn ( x ) = Q N g ( x )\ 

(25) 

( b ) 

sn { x ) = majc ( g ( x ), Ts N -. i ( x )), 

(26) 

其中 soOr ) = g ( x ); 

( c ) 在类 SE ^ 中， Markov 时刻 rf 为最优： 



E x g ( x T N ) = sn { x ), x eE ; 

(27) 


( d ) 有7= = 的序列 f 对每个 AT > 0形成上鞅. 

证明. 这条定理及其推广的证明在讨论最优停时问题的 “ Markov 途径”的专著 
[441] 的第二章中给出.当然，它也可能作为上面证明的定理1的特殊情形来导出，仅 
有的不同在于，它们全都必须分别研究算子 Qg ( x ) 及其迭代 Q 、( x ) 的结构.（这方 
面的详情参见 [441] 中的 §2.2.) 

由所引人的定理结果导出在对于固定的 iV < 00的类 SDTf = {t: 0 < t 彡 JV } 中 
的最优停时结构的下列解释. 

设 

= { x : Sn - u ( x ) = g ( x )}, 0 < n ^ iV , (28) 

以及 

C ^ = E \ D ^. (29) 

对应于定理3,最优时刻 r ， 可记为下列 形式： 

Tq = min {0 ^ n < AT ： G D ^}. .(30) 

换句话说，区域列 D ^ D 《 r ..= E 形成观察停 止区域 序列，而区域列 
Cf ，…， C 贫 =0形成观 察延续区域 序列. 

我们察觉 

以及 ' 

eg uc 总 =0. 

因此，如果: r Q e i ^， 那么观察不实现，而 T # = 0. 如果吻 6 那么进行观察，以 

及如果 A € 1^，那么观察停止.而如果 ❾ e Cf , 那么实现下次观察，如此等等.在 
结束（终端 ） BtM AT , 观察显然告终（在这一情形下，= 五)， 
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注 2. 由定理1得到，如果把由公式 （21) 确定的价格 s N ( x ) 取代为考察下列 
“带折现和观察费用的” 价格： 

_ _ 

T 

s N ( x ) = sup E x (3 T g { x T ) - Y ] c ( a : fc _ i ) (21') 

l k=l . 

(若 r — 0, 则在 [，] 中的表达式被认为是 g ( x ); 0 < /3 ^ 1, c ( x ) ^ 0对于任何 x e E 
成立)，那么在定性关系上没有多大改变. 

公式 (25) 以 

Qff ⑻= max ( g ( x ), /3 Tg ( x ) - c ( x )) (23') 

而保持成立_ 

递推方程 （26) 取下列 形式： 

sn ( x ) = max (5( x ),/3 T 5^- i ( x ) - c ( x ))， (2&) 

其中 s 0 ( x ) = g ( x ), 详情参见 [441; 第 II 章 j . 

例 1•设 e = (^ l , £^ 2j * * *) 是带有 P(Si = 1) = P(ei = —1) = !的 Bernoulli 随机 
变量. 

设 = a + (q + • _ . + e 打 ）， ： c e 五 ={0, 士 1， •. •} 以及 

sn(x) = sup E x )3 t x t . 

如果 = 1，那么对于所有 : r G E ， 当 〆 z ) = a ； 时， Qg ( x ) = g ( x ) 成立，并且可 
取时刻 7^ = 0 作为最优停时. 

如果0 < 0 < 1，那么对于函数 〆X ) = A 我们求得 Q n g ( x ) = X 对于 ar = 
0,1，2,…成立，而 Q n g ( x ) = 对于 x = -1， -2,…成立.因此，这里 s N ( x ) = 
max ( x ，/3 N x ). 这时,最优时刻 ， 

= min {0 < n < iV : x n G {0，1， 2, 

(如果 : e {— 1， — 2,… } 对于所有满足 0 < n < TV 的 n 成立,那么 rf 假定等于 TV .) 
我们察觉，在0 < 0 < 1的情形下， 

sn ( x ) T 工+ = max (0, o ;), N oo . 

6. 我们现在转向在无限视野 （iV = oo ) 情形下的最优停时问题.令 


s ( x ) = sup E x g ( x r ), 

其中 9 JT = { t : 0 彡 t ( cj ) < oo } 是所有有限 Markov 时刻. 


( 31 ) 
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为了陈述关于价格 s s ⑷ Or €五）的结构和最优（或 e - 最优）停时的相应定 

理，有益的是记得下列定义. 

定义（参见例如， [441]). 带有 E x |/( xi )| < oo 并满足性质 

f ( x )> Tf ( x ) (32) 

的函数/ = /(: r ) 称为对于齐次 Markov 过程 X = ( x n , c ^ n , P x ) n ^o ^ E ) 的超过 
函数. 

如果此夕卜还有 /( a :) > g ( x ), 那么函数/ = /⑷称为 0 = g (： c ) 的 超过优 函数. 
显然，如果函数/ = / ㈤ 是 5 = g ⑻的超过优函数,那么 

• f ( x ) ^ max ( g ( x ) 1 Tf ( x )). (33) 

下列定理显示了超过优函数在下述齐次 Markov 过程的最优停时问题中的 作用: 

= (^n» Px)n^Oj ^ ^ E. 


定理 4. 设函数沒 = g ( x ) 满足 E x supg ~( x n ) < oo , x e E . 那么： 

⑷价格 s = s ( x ) 是 p = g ( x ) 的最小超过优函数； 

( b ) 价格 s ( x ) = lim Q n g { x ) lim s n ( x )^ 也满足方程（比较 (33)) 

s ( x ) = max (^( x ), Ts ( x )); (34) 


⑷如果 Ea ； sup \ g { x n )\ < oo , ;r G 五，那么对于每个 e > 0, 时刻 

n 

(35) 

(36) 


丁 * = inf{n 彡 0: 5(x n ) = g(x n )}, 

即 T * = r 0 * 7 如果 P x { t * < oo ) = 1, x 6 E , 那么时刻为 最优: 

= E ;E y(x r *), x e E; 


r e = inf{n 彡 0 : s{x n ) ^ 9 {x n )-^e} 


为 e - 最优，即 


⑹设 E ; 


sup |^( x n )| 


s{x) -5 < £ x g{x^ e ), X e E; 
< oo 和 


( e ) 如果集合丑有限，那么时刻 T * 为最优. 


( 37 ) 
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关于这一定理及其应用的证明参见 [441] 中的第2章.在第5节中将给出它在 
美式期权定价中的应用. 

注 3. 类似于(21 7 )自然也要考察具有折现 (0 < ^ < 1) 和观察费用 ( c ( x ) ^ 0) 
的最优停时问题. 

令 

* T-1 • 

s ( x ) == sup E x p T g ( x T ) - /3 k c ( x k ) , (31') 

• k =0 ■ 

其中 sup 对类 

3^(/3, c ) = IT e fDT *: E x P k c ( xk ) < oo , X € 

l k =0 ) 

来取，并设 > 0. 

在这样的假定下，价格5(岣是（参见 [ Ml ; 第2章] ) p (: r ) 的最小 （/?， c )- 超过优 
函数，即在满足/⑷彡咖）和 

f ( x ) > pTf { x ) - c ( x ) (33’) 

的函数 / Or ) 中最小.这时， 


s(x) = mson(g(x), /3Ts{x) - c(a:)) (34') 

, 

以及 

s(x)= lim Q( M 9(x), 

n—^oo K 7 

其中 

Q{^c)d{x) = rnax(g(x) 1 /3Tg(x)- c(x)). 

例 2. 设 x n = + (ei + . •. + e n )，a: e 五 ={0, 土1， .. •} 和 e = (e„) 是例 1 中的 
Bernoulli 序列.对于； r € 五，令 


s ⑻= sup E x (| x r | - cr ), 

其中 sup Xt 所有满足 E x t < oo 的停时 t 来取.对于这样的 r ， 


而这就是说， 
因此， 


Ex^r = 工 2 + ErcT ， 

E x(kr| - cr) = cx 2 + E x (|a; T | - c|x T | 2 ). 
s(x) = cx 2 -h sup E x g(x r ) y 


(38) 

(39) 

(40) 
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其中分 ⑻= M - 咖| 2 ,而 sup X # 所有满足 Ej < oc 的 r 来取. 

由于函数 〆 x ) 对$ = 达到最大值，故在_取整数值的情形下，我们看到 


s(x) ^ ex 2 + — 


(41) 


我们定义时刻 


inf < n : \ x n \ 


2 c 


而这就是说， 


如果 M < . 那么显然有彡- 


(2c) 2 ^ ^ xX (r c AN) 


x 2 -\- E x ( r c AN ). 


由此通过 N -， oo 的极限过程（根据单调收敛性定理)，我们求得 <-^<oo 

(2 c ) 2 

因此，对于 T C ，（39) 成立，并由此得到，如果卜|彡那么其实有 EzTc = ^)2 - x 2 
由于对于 T C 和卜 | 彡有 * 


^\^-crr c ) = --c[ — -x 




故由 （41) 可见，时刻％ (对于所有满足 ㈦ _的 re ) 为最优停时. 


§2 b . 完全市场和不完全市场 . I . 对冲价格的上铁特征化 

1. 我们回到 § lc 中在不完全市场上对冲价格的公式 （8) 的证明叙述. 

正如已经注意到，这一公式的证明基于下列两个事实：序列 Y = ( V n ) n ^ N 关于 
族 少 ( P ) 中的任何测度 的上鞅性质以 及对于 r = ( Y n ) n ^ N 得到 可选分 解的可能性. 

在本节中，我们不仅考察 § lc 中由公式 （12) 定义的序列 y = ( Y n ) n ^ N 的上鞅 
性质问题，并且也对于由下面的公式 （1) 所给出的更一般的序列来讨论其上鞅性质 
问题; 后一讨论可用来研究与美式对冲相联系的问题（参见 § la 中的注). 

对于 y = ( Yn ) n ^ N 的可选分解成立问题在 §2 d 中考察， 

2 . 设 （ Q ， 多，(多 n )„0， P ) 为原来的概率空间，（尽外市场由被认为 凡三 1的 
银行账户 S =(凡 ) T ^和 d - 维股票 S = ( S 1 ，... ， 5 rf )， 妒= ( Si )^ 所组成 •我们 
将假定多。={0，叫，多 iv =多\ 

设 少 ( P ) 为等价于测度 P 的非空鞅测度集，而 / = (/ G ， fu …， f N ) 为 多 n - 可测 
非负函数九 （7 Z < A 0 的序列，它满足 Ep/ fc < oo , P € 夕 ( P )， Q ^ k ^ N . 

定义 

= ess sup (/ T I ^ n ). (1) 

Pe 妒 ( p)，reany 

定理.对于夕 ( P ) 中的每一个测度，序列 Y = ( Y n ) n ^ N 为上鞅. 


J 

_ t 


22 
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证明.其思路如同上节引人的关于序列7 = (ln)n^N 为上鞅的证明. 

这一证明以下列方式实现. 

我们在集合夕 ( P ) 中选取某个（“基底”）测度.为了不引入新的记号，我们假定, 
它是测度 P (因而它是鞅测度)，以及我们将验证序列 F 关于测度 P 的上鞅性质 • 


如果？ G 夕 ( P )， 那么记 


心=^，瓦其中 P n = P |^ n , Pn = P|^n 


dPr 

Ip 


当 n = 0 时，我们认为芝。 
定义 


Pn 


z n 


z n 


由于 P ~ P ， 故对于任何 n^N 


( 2 ) 


如果令 m n = p n - 1 , 


P(Z n _i > 0) = P(Z n _i > 0) = 1. 

M n = Mq = 0, 那么我们得到 


= ^ n —1^-^ n * 


由 （3) 可断定 


9 V 9 W 

Zn = S(M) n 三 no + △ 瓦 ) =n^ 


⑶ 


⑷ 


其中 S { M ) 是随机指数(参见第二章 § la ). 

由上述所有内容得到 ， f P 空为 “基底”测度，我们可用测度？及其限制^ 
( n ^ N ) 来完全刻画序列（瓦)，（瓦）和（心）中的任何 一个. 

根据 “ Bayes 公式”（第五章 §3 a ， ⑷)，对于每个(关于(多 „) 的)停时 t 和 n 彡 7 V ， 


Ep ( M ^ n ) 


Z n 


E P (/ T Z r |^ n ) 


= Ep^+i * - - p T f T I ^ n ) 

= E P ( p 1 ... p n . p n +1 ... p r / r |^ n ) 

= Ep (/ T Z T |^ n ), 

其中 Pi = = 1, = Pfc, A : > n, 以及 Z k = p x ^ -p k . 

值得注意的是，如果用关系式亦 = Z N dP 来定义戸，那么我们求得 


⑻ 


戸⑷ 


P(A), A e 彡 n 

P(A), A e 麥 > n 


⑹ 
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显然，测度 P - P - 

考虑到所引人的的记号，定义⑴可改写为下列 形式： 

^n. ~ = 6SS Slip Ep(jfr-^T' I 

这里 ess sup 对满足 n ^ r ^ N 的停时 t 的类以及 P - 鞅 Z e f 来取其中 

足下列条件的正鞅玄 = ( z k ) k ^ 的类： z 0 = - 或 Wffh ® 有 

^& = Pi ： ='' = p n = ^ 

带有 k ^ N 的集合 m ^ T 3 T ^ 显然满足关系式 

^ k N c 

它们在确立序列 r = ( F n ， ^ n )^ N 的上鞅性 M 时起本质作用 • 

由按集合 !Olf 取 ess 呵> 的定义导出（参见例如 s 〖75;第1章认可求得这 

些集合中的时刻 T ® 和鞅的序列 s 使得 

ess sup E (/ T Z T j ^ k ) = j 爲)， ⑺ 

其中 lijoT 表示递増序列极限. 
m 根据单调收敛性定理， 

Ep(li | 爲 — 1 ) = E P { ess sup E(/rH 爲 ） j ^-i ) 

= Ep (Kf tE P (/^)41 1 爽 ）I 

=呼办(/洲蟲|爲-1) 

彡 ess sap Ep ( f T Z T | ^ h - i ) 
rem^.zesrf 

< ess sup Er (/ t^t ! 爲 — i ) = F fe _ i , 

X 挪 

它也建立了上鞍性质 ( Ep ( F & S ^- i ) ^ Y k ^). 定理得 t 

注.定理 1 的结果也可推广到取代 / T 考察形为 E 你△诳+ / r 的啼停止 

fe=l 

的控制情形，其中 5 =(伽 ，私… ，做）是某个久- 可涵 函数&的序列，而 a = 

K ,. 、咖）为属于足够“丰富 51 可料序列类的控制.（与雌联系,参见 § la 中的第 
2点 .） 

§2 c . 完全市场和不完全市场 • II . 对冲价格的基本公式 

1. 在越利(坎 S ) ■市场上的欧式对冲价格 € T (/ i ^ P ) 的基本公式断言 (§ le ) 

Cr(/wP) = — sup BoE 各 (1) 

Pe ，( p ) 
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现在转向更复杂的金融 工具： 市场上的美式对冲，且假 定鞅测度集合 
少 ( P ) 非空. 

正如已经不止一次地注意到，在考察例如美式期权时，要假定问题中不是只有 
一个偿付函数仏，而是有一系列函数/ = ( UUn , 其含义 在于： 如果购买者在时刻 
n 提交执行期权，那么对应的（出售者向购买者)支付由-可测函数/„ = / n ( o ;) 来 
确定. 

当然，这时期权出售者必定会选取这样的策略 7 T ， 使得对于资本 
具有这样的 性质： 对于任何购买者用来进行期权提交执行的停时 r = T ( co ), 必定满 
足对冲条件 


X ;》 J T ( P - a . s .), ⑺ 

它保证了出售者能遵守合约条件. 

2. 为了确切提出相应的对冲问题，我们引入一系列定义. 

按照 §2 a , 我们将记 


= {r = r(u) : n ^ r(u) e f2}. 

如果 TT = (/?， 7 ) 是带有 0 = 03 n )n^ Ni 7 = (ln)n^N 的证券组合，其相应的资 

本为 


X: = 0 n B n + j n Sn, (3) 

那么我们将假定，这个组合是在满足下列“平衡”条件的含义下自 融资： 


= l3 n AB n + 7 nA5 n - AC n , ⑷ 

其中 <7 = ( C n ) n ^ o 是某个不减过程，满足 Co = 0和 C n 为多可测.（比较第五章 
§ la 中的带“消费”的情形 .） 

为了强调资本 X ；：对“消费”的依赖性，我们将（如同在 § lc 中那样）记它为 
X^ c 

% 

定义 1_我们将称下列量为（多 n - 可测偿付函数 (n < iV ) 的组的） 美式对冲 
的上 价格： 


C (/ iv ； P ) = inf | x : 3( tt ， C )， 使得 = x ， X^ c ^ f T ( P - a . s .), Vr € 971^}. (5) 

定义 2 . 策略 （ tt ， C ) 称 为完善策略， 是指 X^ c ^ f n 对于任何 n ^ N 成立，而 

X^ c - f N ( P - a . s .). 

定理 1 (“美式对冲价格的基本公式”) .设 夕 ( P ) # 0 以及/ = ( f n ) n ^ N 为非负 
偿付函数序列，满足 、 


sup Ep -^- < oo , n ^ 
pe^(P) 


⑹ 
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上价格 _ 

£(/at ； P) = sup B 0 Ep 备 

证明.上面的叙述已经为这一公式的证明作出了所有必要的准备. 
正如在欧式对冲的情形下，我们先建立不等式 

/V 〜 

sup ^oEp— < C(/iv ； P). 

Pe^(P),realty 


⑺ 


⑻ 


如果对冲集是空集，那么 C ( f N ; P ) = oo (按定义1)，以至公式⑻显然 • 
现在设 7 T 是某个（带“消费” C 的）自融资对冲，满足 =X<OC. 
类似于 § lc 中的⑼,我们求得，对于每个 T e 有 


/r 

B r 



特别是，由此得到 

因此，根据第二章 § lc 中的引理的断言2)，导得序列 



n^N 


关于任何测度？ e ^( P ) 为鞅. 

把 Doob 停止定理（参见第五章 §3 a ) 应用于这个鞅，我们由⑼求得 


sup 

Pe ^( P ) 


E 〜 


B r 




X 

瓦， 




因而公式⑻成立. 

较为复~杂的是证明 （8) 中的反向不等式的成立.为此只需求出组合？ = (3 f ,7) 
和“消费” 使得对于资本 X ^ d 满足“平衡”条件 


初始资本 


A #， 5 = p n AB n + %AS n - AC n , n^N, 
xf = sup AjE 巨会, 

P€ ， (P) ， dI^ 


( 11 ) 


( 12 ) 


以及 ( P - a . s .) 


X^ d > / T) Vr € 


( 13 ) 
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为此，我 CI 枸成序列 F = 其中 


Y n 


ess sup Ep 

Pe ^{ P ) r rem ^ 



由 § 2 b 中的定理得到 ， 关于任¥测度 f e ^( P ), 序列 F = ( Y n ) r ^ N 是上紙 
—由 §M 亡的定理导岀对于上鞅 F = ( Y n ) n^N 有下列可选分解（对于每个测度 
P € ^( P ), P - aus .) 





f-f - Sfc-I 


(15} 


对 ^ NT 料序列 t 二 (%)^ n 和某个不减序列 c = ( d n )^ N 成立，其中 5 0 = o 以 
及^为可亂 


由分解式 （is ) 求得7和 C 以后> 我们就来定义彥= ( Mn ^ N 如下: 




J n 


S n 

瓦 


(16) 


对于策略阮5),其资本为 


X ^ = ^ Bn-t % S n 


an 


并由 (15), 呼衡 55 条件 （11) 成立-由于 Xf = B n Y nt 故財于资本 X ^ d 有下列表 
7 K 式： 

巧 G =_ ess sup B „ E p . (18) 

P 6^( P ), rG ^ 1 / 

由这一 ^ 式我们断定： 

1) 策略 (5 ? s C ) 的初始资本用公式 (12) 来确定； 

2) 策略 C ) 是在下列含义下的对冲 策略 : ^ U , n ^ N r 或者等价地,在性 

质 （13) g 足的含 义下； 〜 

3) 策略 ( n r C ) 具有下列可复制 性质： X ^ 5 = f N ( P - n ). 



得证，并且在其证明过程中也建立了 T 列命题（比较 pc 中的定理 2) 


定理2 于对冲、消费和资本的基本公式％设定理1的条件满足.那么可 

求得对冲5? = (^,7) 和消费 d , 今得对应的资本 = fi n B n + j ni S n 在相应的呼 
衡 0 条件《11)下演变,这时: X ^° 由公式 （12) 确定,动态变化 Xl ^ 由公式 （18) 确 

定，成分〒=行„)和消 费 c = (5„)则由可选分解 (is) 来求得，而泽= ‘） 由 （ie) 
确定. 

4.® 与本节的定理1和 2 所作的 t £ ^( P ) ^ 0 71 假定以及 §lb 的定理1和2中 
所作的 K 无套利性"假定相联系，我们注意到下列（在期权对冲的例子中的）状况勿 


® 原版均都没有 


赌注 
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通常的"无綱性”定义（参见第五章 §2 a 中的定义 2) 总与某个具体的时刻鬆 
w 挂锡' 它比如在欧式期权的情形下是期权提交执行的时刻. 

在美式期衩的情形下，就已经发生不涉及具体时刻％而是整个停时 t 的类 
孤仏 因而在定理1和2中取代假定 ^{9)^0 ^, 更为合乎逻辑的是假定市场是强 
意义下的无套利（参见第五章 §2 a 中的定义 3). 

在所考察的离散时间 ( n ^ N < oo ) 和有限种_ (d < oo ) 的，_下 5 所有这些 
概念：“无套利性' "强意义下的无套利性"和 ^{ P ) / 根据第一»定理的扩 
充文本（第五章 § le ) 3 都是等价的 • 


雄理陈^中偏爱于提出餅 ，( P ) 一 0”的解释如下. 


首先,条件，(: P ) # W 经常可检验(在连续时间讎 T 也是如此);其次，术语 
强意义 下无辮 I ”并未被广 泛采甩 而关于 44 无套利性》的各种定义与条件 ^( P ) / 


矽’ 的等价性问题,特 别是在连续时 间情形下，远非是简单何题.（关于这方 
后面的第七章 §§ la , 1 c .) 


m 


参见 


5. 風某种美式期权的出售者的视角来看,其策略 ( w , C ) 首先必定是为了满足合 

约条件 • 这就夸资本 X ^ c 上强加上这样的 约束： 対于每个 T € 瓣， 必定满足呀 f 
冲”条件: ^ ^ f T ( P - a . s .) . 

现在自然要提出这样的问题:购买者明智地 M 权提交执行的时刻丁 = 了 ( w ) 必 
定是怎样的？ 

我们将考察无套利完全市场讎 3 这是我们感兴趣的局面，其中市场的无套利 
完今性（在离散时间 N < oo , 廳数 d < oo 的假定下）等价于存在唯一的鞔测 
度 P (‘ 1 第二^定理”). 

在给出问题的解答以槪我们先把定理1和2的精确结果对于我们当前感兴趣 
的讎来改写. 


定理 3•设 P 是唯一的鞅测度 （| 茨 (P)j = 1) 以及 / = (f n ) n<N 是非负偿付函 
数序列，满足 Ep -^- < oo. s n ^ 

1) 上价格 " 


(19) 



2) 存在自融资策略（元5),其相应的资本 X # 满足 呼衡 《条件 



0 n ^ B n ■+ JuAS ^ - ACa ： 


^0 


sup BqE 吞备 


(= C^/iNT ； P ))； 


^ / ra Vr ^ 


( 21 ) 

( 22 ) 
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资本 x ^ 5 的动态变化由下列公式 确定: 


B n ess supEp ( 

rewtlf \^T 




(23) 


3 ) 成分今 = 队）和 C = ( C n ) 由上鞅 ？ = (?„， 多的 Doob 分解来确 
定，其中 


Y n 


ess sup Eg 



它有下列 形式: 


Vn = Vb + 


S-(D- 


C n , 


而成分彥 =( 瓦) MW 由下列公式 确定: 


Pn = Y n 


~ S n 

1 瓦. 


4) 在关于最优停止问题 


sup Ep^» 


中，停时 


r = min <0 ^ N : Y n 


fn \ 

B n } 


为 最优: 


sup Ep 


居 r 喊 


这时，时刻 7 具有下列 性质: 


(24) 


(25) 


(26) 


(27) 


(28) 


X ^ 6 = h ( P - a . s .), (29) 

而序列 ( Y n ) n ^ N 是优于序列 ( f n ) n ^ N 的最小艮上鞅. 

证明. 断言 1)-3) 由定理1和2得这里只需 g 注意到，由缺测度的唯一性不 
一 定能导致可选分解，而直接运用上鞅？ = (?„，，„，的下列 DoobM (参见 
第二章 § lb ) 即可： 〜 ~ 

Y n — Af n 一 C n . (30) 

由“第 二 基本定理的扩充 版本” （第 五 章§社)得到，鞅 M =(氣，忒，巧可表示 
为下列形式： ^ 

in = ?o + f > A ( 貪)， (31) 

它与 （30) —起导至所要求的表示式 (24). 
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至于断言4)，它是在 §2 a 中的定理1的推论1和3中陈述的结果的特殊情形. 


6. 现在直接转向关于购买者（基于包含在流 (^ n ) 中的当前信息）选择时刻？^ 
作为应该提交期权执行的时刻的“合理性”、“明智性”问题. 


无论是购买者还是出售者，在他们运作时，都是从公式 （19) 确定的价格 C (/^; P ) 
出发的，而后者是互 相可接受的期 权合约价格.（与此相联系参见第五章 § lb 中的第 
4 点 .） 


我0考察所有这样的策略 (7 f , C ): 它们有初始资本 = C ( f N ； P \ 并实施对 
冲: XZ ^ ^ / n , n ^ N . 我们将记这样的策略类为 U ( C ( f N ; P )). 

资本具有下列最 小性质 的策略 ( tt , C ) 显然属于这 一类： 


f n ^ 


(32) 


对于每个策略 (7 f , C ) e U ( C ( f N ; P )) 成立 _ 事实上，由“平衡”条件得到， 


B n 


( n ^ N ) 为优于 脊 (“ N ) 的 P ■上鞅 • 而根据定理3的断言4)，序列化卜< 

是优于 .(“ N ) 的最小艮 上鞅. 

因此，< F n? n < N , 连同下列 事实： 


fn 

B n 


^Y n 


B n 


就证明了不等式 （32). 


由这些不等式导出，对于每个停时 T ， 有 


fr ^ X^ d ^ X 产， (33) 

并!很明显，期权购买者应该选取时刻 T ， 使得对于每个潜在可能的策略 ( tt , C ) € 
n(C(f N ； P)h 出售者不能以正概率获得“无风险收益” - / T > 0. 换句话说，购 

买者只能对满足下式的停时 r 执行 期权： 


/r = X^ c ( P - a . s .), V (7 T , C ) = n ( C (/^; P )). (34) 

所引进的论证说明了下列定义的合理性. 

定义. 满足性质 （ 34 ) 的停时 t 称为期权提交执行的合理时刻.（这样的时刻类记 
为 D 

定理丄 每个是最优停时问题 （邪） 的解的时刻 7 为合理时刻.这时，在 （27) 中 

定义的时刻 f 属于对， 并且在这一类中最小： T ^ T ( P - a . s .) 对于每个7 e iSHy 
成立. 
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证明. 设沅 ◎ = n ( c (/^ ; p )). 于是 5 考虑序到 y x 


賊我们求得 


八 n 

Bn 


(n < I )的民上鞅 


〜 _ — £ 

C ( f N ; P ) = B 0 E ^^- ^ B 0 Ep IT 






Bq sup Ep -^ = C (/^; P ). 


因此， _ 

E ^ = 

并连同性质 iqp ^ 就证明了, ^ ( p - a . s .) 5 即 7 是合理时刻-时额 

T 的最小性质由 [441; 定理 2.12 J 得到- 


注. 再次强调下列这点是有 益的： 最优停时问题 (26) 的解同时也给出了合理价 
值 C ( f N ; P ) 的值 9 并且确定了期权购买者提交擒行的合理时翊？-这时，照例,不能 
分别求出€(/汉少） 或天 由问题 (2 S ) 的解,它们是同时求出的， 


§2 d - 可选分解 

1. 我们将酿,拓 t % = {0 M 的渗透概率空间 ( O a ^(^)^ 5 P ) 上给定 
与流协调的麗-值过程叉= ( Xn )^ 和有& =(忠 3 …，恕）的肥 2 -値过 
程 S = 即，和5二对于71(#和¥ = 1,-，- 3 4为多 n - 可测 ■ 

我们，以 ^( P ) 表示 （ S 1, 多）上满足 P - 及关于它过程 S 中的都是軼的 
概率测度 P 的集合. 假定 妒 ( P ) # 0.测度 p e ^( P ) 称为（对于5 的） 鞅测度 - 
至于过程 X = ( X n )^ Ni 则基本假定将在于対每一^测度 P € ^( P ) 3 它是 

上鞅 • 

如撕某 个具細 度 P €妒 ( P ) 考察尤那么根据 Boob 分解(第二# § lb ). 


& = x 0 + Mf)-qf), ⑴ 

其宁 M (巧= { mP ,^ P ) 是鞅 3 以及 = { cf \^- i ； P ) 为不减可料过程 5 
M 0 (P) = 0, <^ P) - 0,在分解⑴中的成分 M (巧和 C < ? 》 依績于所考 察的测 度民因 
而在它们的记号中强调了_度的依赖性. 

在下面引人的定理中 5 无非是给出所谓过程1的可选分解，其意义在于它在下 
列含义下带来了普适 特征： 这一分解的成分（参见 （2)) 对于所有测度 P €穿 ( P ) 是 
一样的 - 


定理 • 对于任飼■鞅测度 P G ^( P ) 为上敦的过程允许有（可 选） 分解 

n 

X n = Xq 4 - ^( Tfc , AS *) — C n , n < 

J^="L 


(2) 
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其中7 = ( jkh ^ N 为可科-值过程， C = ( C 丄奶 为有沒 n - 可测量的不減 
过藏 

一在转向证明以前,我们先注意到,分解 （1) 和 （2) 之间有本质区别:在⑴中量 
(£、为 多 n - i -可测，而在⑶中量为可测.正是由于与后一狀况相联系，如 
同已经所说 3 分解 （2) 称为可选分解- 

注-在现在所考察的离散时间讎下 9 过程 C = ( C n )^ N 关于 (^ n } n<N 的可 
选性干脆就意味着与渗透流的协调性或适应性，即量 （4 的久-可测性, 
关于可选性槪念参见第三章§5%以及陴0;第 I 章, § lc |. 

对^^间讎所陈述的麵的 第一®:文 本,正如在 § lc 中所注意到的，在著 
作〖136】和 [281] 中给出， 

齡又出駆麵雅猶间、 3 USM 于離时间的雜 ([ ml 【163]侧 ) a 
其中特 S 提减弱了在 [136] 和〖281〗中所作的假定,并给出证明的各种版本. 

下丽〖人的证明遵照在 G - FMimer 和 Yu . M . Kabanov 的著怍【163】, [164〗中提 
出的并基于在 （2) 中把量笮作为某个带约束的最说化问题的 Lagmnge 乘子的 
思想来得到.（证明也将用于第五章 §2 c 中的雜结裝） 

2. 如果指岀，量 AX 机三 X . n - X n _! 对于每个 n = U 可表示为下列 形式: 

= (" Tn ， △沒 n ) — c nj (3) 

其中笮 是某个可测的值量， Cn 是某个非负見-可测量 s 那么与[163】和 
[164〗相应所要求的分解⑶将确立 - 

为了得到 AX n 的这样的表示 3 M 只要指出，（在对 X 和 S _的假定下）可 
求得多 w 可测的 m d -MB 7 ^使得 


AX ra — ( j nj AS ^) ^ 0 3 (4) 

因为这样只需取量 — AX n 作为所要求的量‘ 

还要注意，如果 P €夕 (P), 那么 


以及 


EplAS^j < - oo 3 Ep ( A 5 TO I = 0, 

EpJAX TO j < oo, E ^( AX n j ^ n - i ) < 0. 




如果 Pn 和己是测度 P 和？在多上的局限,且①= 
引理”（第五章 §3a 中的 ^Bay^ 公式 


dPn 



， 嚷算 


Ep( j ^ n _!) = E P (^A^ n | 

― ①藏嫉规在 "TW 式的織藏学期娜误为 


⑺ 

赌注 
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Ep ( AX n | ^ n _ i ) = E P ( z n AX n I ⑻ 

其中〜 

由此不) S 定，所要求的断言 （4) 将由下列有独立的“纯概率”意义的一般命题 
(其中需要令《= AX n 和7? = AS n ) 导出 • 

引理. 设概率空间 （ A 夕， P ) 上给定实随机变量 f 和 RMt 向量??= (7? 1 ，... ，7? d ). 
设爹是多的 a - 子代数， 以及 Z 为所有 P - a . s . 满足 

E(z |^) = 1, E(|^|2 ： I 穿 ）< oo_ E(\t]\z I 贫 ) < oo (9) 

和 

E(zrj\if) = 0 ( 10 ) 

的随机变量 z >0 全体. 

如果 Z # 0 ， 并且对于所有 

E ⑷爹) < 0 ， （ 11 ) 

那么可求得穿-可测值向量 A *， 使得 P - a . s . 有 

€ + (入》< 0 . ( 12 ) 

证明. a ) 当汐是平凡 C 7- 子代数矽={ 0 ，叫时，证明的思路就变得十分清楚.在 
这一情形下，所求的向量 A * 是非随 机量，并且正如下面所指出，它可以选为某个最 
优化问题的 “ Lagrange 乘子” . 

在&子代数穿不是平凡的情形下，同样的，但针对“每个 0 ；” 的讨论，还是能给 
出向量 A *， 它一般不是唯一确定的，并且将依赖于 o ;_ 此后的全部问题都在于证明 
爹-可 测选择 A * 是可能的. 

我们记得，在第五章 § 2e 中，为证明第一基本定理的扩充版本（在证明蕴涵关系 
a ') =# e ) 和 e) 4 b ) 时） 以及为求解决而引入关于“可测选择”存在的某些一般 
结果（第五章 § 2e 分引理 2 )，这样的问题已经发生过. 

同样的技巧也可应用于现在所考察的模式以及证明淨-可测选择 A * 的存在.参 
照著作[ I 63 ]和 [164] 中相应讨论的细节，我们注意到，这个可测选择问题在离散空 
间 Q 中不发生. 

b ) 这样，我们将假定穿= { 0 ,^}. 

我们记 Q = Q (^, dy ) 是由量 （ 和 7 / = ( 7 ? 1 ， ... , V d ) 所生成的 ExR d 上的 测度: 


Q = Q(dx, dy) = P(^ G dx^ rj G dy). 



_ 2. 在无套利市场上联系美式对冲的计算 

不妨碍一般性，可认为，随机变量 7 / 1 ，…，铲的族形成 （ P - a . s .) 线性 无关组 ，即， 
它们是这样的组：如果某些 a 1 ， …， a d 满足 a 1 !} 1 + ... + a d rf = 0 ( P - a . s .), 那么 
a i =… 0 . 其实，在表达式 （ 12 ) 中，成分7? 1 ，… ，7/ d 是以线性形式进入的，并 
且如果它们形成线性无关组，那么问题就归结为考察维数较小的向量 /?. 

正如在第五章 § 2e 中，我们将记 L °( Q ) 为测度 Q 的拓扑支集 K ( Q ) 的闭凸包 
MQ ) 的 “ 相对”内部. 

设怎’ = ( x , y ), x e M d , y e R rf+1 ， 而 Z ( Q ) 是满足 Eq 之 = 1， Eq \ x f \z < oo 的 Borel 
函数 2 ： = z { x f ) > 0. 

我们记 

$( Q ) = { ip { z ): ( f { z ) = Eqx 1 z , z e Z ( Q )} 

为（测度 = MQ 的）重 心族. 

由第五章 § 2 e 的引理1得到， L °( Q ) C $( Q ) (其实 L °( Q ) =少 ( Q )) 以及如果 
0 癸 L °( Q ), 那么可求得 E d + 1 中的向量 7 '，使得 

Q { o / : ( 7 ' z ') ^ 0} = 1 , Q { x f ： ( 7 » > 0} > 0. (13) 

为了证明存在带有性质 （ 12 ) 的向量 A *， 我们分别考察两种 情形： 

(i) 0dQ); 

( ii ) 0 € L °( Q ). 

情形 ( i ). 根据 (13), 可求得数7和7 1 ，…， 7 d ， 使得 （ P - a . s .) 有 

7^ + (7 、 1 + ... + l d r } d ) ^ 0, (14) 

以及以正的 P - 概率有 

7^+ (7 1 ” 1 + …，+ W ) > ()• (15) 

我们指出 ，7 7 ^ 0- 其实，如果 7 = 0,那么 j 1 ?] 1 +…+ y d 7 ] d ^ 0 ( P - a . s .). 因为 
由假定，存在鞅测度 P - P , 使得 Ep ( 7 1 T? 1 +…+ 7 d ? j d ) == 0 ,那么 （ P - 和 P - a . s _) 有 

7 1 7/ 1 + …+ y d 7j d = 0 . 

由？ 7 1 ， …，# 的线性无关假定，由此得到 7 1 = ■ * • = 7 d = 0. 然而，这与 （15) 矛 
盾. 

这样，7^0,并由假定 Eg 彡0, Ep ??* = 0和（14)，我们求得 7 < 0. 

令;^ i = 1，… ， d ， 由 （14) 我们得到不等式 

e +(入 V + …+ A V )彡 0 ， 

它也证明了在情形⑴下所要求的性质（12)，其中 A * = ( A 1 ， …， A d ). 

情形⑻有点复杂，而也正是对于这种情形的讨论将运用著作 [163] 和 [164] 中 
所运用的转向 “Lagrange 乘子”的思路. 
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设 

抑 ㈤= Eqxz 9 ip v (z) = EQyz 

♦ 

为 ^ p ( z ) 的重心成分 • 

记 

^ o ( Q ) = { z ^ Z ( Q ): ^( z ) = 0} 

和 

企 o(Q) = {^ p { z )= ㈣ 2 € ^o(Q))* 
娜引理条件,為 (Q) 一 0以及 


z € ^ b { Q ) => 爽 ( z ) < 0 . 


(16) 


如果❹€ L °( Q ), 那么由已经注意到的性质， L °( Q ) C 盃 ( Q ) 以及第五章§2%我 


们求得,存在翔€ Z q { QI 使得 n ( zo ) = 0. 因此,在所考察的情形 （ ii ) 下, 


sup ^{ z ) = 0, ( IT ) 

它可用下列方式来解释：在 （ ii ) 的假定下， a 最优化 问题， 


il 求 /* 三 sup ip^{zy (18) 

z ^ Zq ( Q ) 

中的值等于零 • 

遵照〖163〗和 [164], 我们把问题 （18) 改写为带约束的最祝化 问题： 

“在孙充约束 ^p v (z) =❹下，求 /* 三 sup 呢⑻” _ (19) 

zez ( Q ) 


根据变分学原理,问题 （19) 的解必定等价于对某个雄零向量 A * (“ Lagrange 乘 

尹),解下列 虹 最优化问题， 

“ 求厂三 sup (㈣㈤ + AVi? ㈤ )' (20) 

zez ( Q ) 


(为简单起见这里和以后都把向量 a 和5的纯量积 ( a , b ) 表示为油.） 

我们引人自身也很有意义的问题 （19) 和（ 2 0)的等价性证明，尽管対于我们的 
目标来说，其实完全只需证明在 ( ii ) 的假定下 3 至少对于某个乖零向量 A ' 有下列不 
等式赃 


sup (齊 ㈤ + AXz )) < 0 - 
zez ( Q ) 


(21) 


设 


A = {( x , y ) eMxM d z x < ^( z),y = ^( z ) 対于某个 z € Z { Q )}. 
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这个集合是非空凸集 • 这时，由 （ ii ) 的假定，点 （0,0) 篆 A 而这就是说, 它与 
合 A 可用趨平面来“分离'即，可求得非零向量 a = ( Ai , a 2 ) emxm d T 使得 



Ai：c + Xzy ^ 0 


( 22 ) 


对于任館集合 A 的闭包中的所有 ( x , y ) 成立 • （参见例如， [241； §0.1〗；注意,与情形 
( i ) 中一样,本质上都是利用 ‘吩 离性”观念 •） 

我们察觉，点 (A 0) X # 于任何负值 x 显然属于集合 A 因此，在 （22 ) 中^彡 0 . 
如果又 假定， A ! = 0 S 那么这时由 （21) 我们求得，財于任何 z € Z ( Q ), 

e q (Myh =■ = a 2 ^( z ) ^ o . 

因此，由 z G Z ( Q ) 的任意性,我们 求得入 ^ $ 0 ( Q ^ a . s . X 即入 跗彡 G ( P - a . s .). 

由于 ^( P ) ^ 0,故对于少 ( P ) 中的某个测度芦，满足等式 EpA 2 iy = 0,它与性质 
A 2 i ?^0 ( P - a . s .) 一起导得与上面所作的假定相矛盾的线性相关性 ( A ^ - 0). 从而， 

人 2 二 0 . 

因此,如果 Ai = 0,那么也有 A 2 = 0,与 （21) 中的向量 ( X lt X 2 ) 4 瞎相 矛盾. 
这样 * 就有 A ! > (X 

令 A * = __于是由 （21) 和集合4的定义,我 们断鼠 对于任何 z e Z ( Q ) 和任 
何 e >队有 

(代 ( Z ) - £) + X *^( z ) ^ 0 . 

由 ㈠0 的极限过程，我们就得到不等式 


<Pi(z) + AVn( z ) < 0 ， z e ^(Q) 


它等 



sup (%(2) + AXz}) ( CL 

zez ( Q ) 


(24) 


现在我们察觉 T 显然对于贿 A e 炉有 


sup (^e( z ) + ^n( z )) > su p (Pe( z ) + Mj(2r)) 

€Z(Q) zeZo(Q) 

=Slip ^( z ). 

^£2 q ( Q ) 


(25) 


如果 （ ii ) 中的性质满足,那么 （25) 的右端等于零 t 而左端当 A = A * 时等于零. 
从而 ，在 （ H ) 的假定下， 


sup (p^(z) <=^ sup C^(z) + A^(z)) = 0 I 

6Zo(Q) zeZ(Q) 
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• • 

这就建立了问题 （19) 和 （20) 的等价性，它可用下列方式 解释： 在最优化问题 （19) 
中， Lagrange 乘子“解除了”约束 ip v ( z ) = 0 . 

回到不等式 （24) 或者回到等价的不等式 

V 

_ 

抑⑷ + X *( prj ( z ) <0， 2 ： € Z ( Q ), (26) 

它可改写为 

Eq 么 (X + X * y ) <0 ， z e Z ( Q ). 

由空间 Z ( Q ) 充分“丰富”，由此断定 ， x +AX 0 ( Q - a . s .), 它也证明了在穿= 
{ 0 ， fi } 的假定下，证明了所要求的性质 ( 12 ). 

在一般情形下，正如上面所注意到，需要与 Q ( dx , dy ) 一 起考察正则分布条件 

Q ( aj ] dx , dy ) = P (^ e dx ,7] e dy \^)( cv ), 

并对于“每个 o ;” 导出 A * = A *( a ;) 的存在证明.在结论阶段需要建立沒-可测文本选 
择 A * = ( a ; e 0) 的可能性,这就转向可测选择的一般 结果; 第五章 §2 e 中的引 

理可以作为这种一般结果的例子_相应的细节参见 [163] 和. [164]. 

3. “大”无套利市场的系列模式和渐近套利 

§3 a . “大”金融市场模型 

1- 我们曾在第一章 §M 中叙述 S . Ross 创建的套利定价理论 （ APT ) 的基本原 
理时遇到过“大”市场和渐近套利的概念. 

类似于 G . Markowitz 理论（第一章 §2 b ) 基于各种证券组合的资本的均值和方 
差， S . Ross 的渐近套利理论中同样是借助于这些数字特征来确立的. 

在本节中，渐近套利的定义将有点不同，它将与第五章 § 2a 中所考察的 “ 套利” 
概念吏相符，并且就其精神而言，与贯串在我们的所有叙述中的“鞅’’方法更加互相 
呼应. 

2 . 前面广泛采用的由银行账户 B = ( B k ) k ^ n 和由给定在某个渗透概率空间 

⑴ 〆 ，⑹ 吻， P ) 

上 的有& =( 匁，…，珣）的义维股票 S =(馬)的⑺，的-市场模型，现在将被假 
定有 n - 市场系列 模式： 

( B n , S n ) = S^ k{nh 

其中邓 =( a ’ 1 ， …它们中的每一个都“在其自己的渗透概率空间上运 
作”，这里，“自己的渗透概率空间”是指 

⑴' ，，㈣ 岭 ㈦ ， P n ). ( 1 ) 
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假定 n^l 以及邱= {0, n n }, ^ 71 =⑻， k ( n ) < oo , d ( n ) < oo . 

由于我们的主要兴趣在于考察在 n — oo 时， fc ( n ) — oo 和/或 d ( n ) —■ 00 的情 
形，故正是在这一意义下来要求术语“大”市场. 

注. 在考察渗透概率空间的系列模式时，指标 n 将对应系列编号，而指标 A : 将 
起着时间参数的作用. 

3.设 X 咖= ( X ^ n ) ) k < k { n ) 是在市场上的某个自融资组合 7 r ( n ) 的 
资本. 

我们记得，根据所采用的叙述，假定量邱为正和可测.正如这已经在第 
五章 § 2 b 的最后所解释的，不妨碍一般性，可假定1，它对应过渡为考察折现 
价格.在这一情形下， 

4( n )= 4( n )+ 乙(#，△#)， 

1 = 1 

d ( n ) 

其中 (寸, asd = e 

i=l 

定义 L 我们将说，在 n - 市场 ( B n , S n ) 序列的系列模式 ( B ,§) = {{ B n , S n ), u ^ 
1} 中，策略 7 T = (7 r ( n )) n ^ i 实现了渐近无套利，是指 

limXo (n) = 0, (2) 

n v / 

x k { n ) > - c ⑻ ( P n - a . s.)，n 彡 1， (3) 

其中 0 < c ( n ) J , 0, n ^ 00 , 以及 

S?¥ p "(O) >0 . ⑷ 

如果运用所引入的记号和概念，那么可以说（比第五章 §2 d 中的 讨论 略微一般)， 
第一章 § M 中所考虑的乂 PT 中的渐近套利在可求得子列 （ n ') G ( n ) 和策略序列 
(7 r ( n ，)） 使得当 n ' — oo 时， X ^ n，) - 0, EX ^? } 00 , — Q 的情形下成立①. 

上面提出的渐近套利的定义⑷从“鞅”的视角来看比起理论的定义来更 
美观、更合适;这可如下解释. 

首先，定义( 4 )可看作以前(第五章 § 2 a ) 采用的套利机会的自然 推广; 正如我们 
由第一基本定理所知，它使得“套利理论”与“鞅论和随机分析”以最直接的方式联 
系起来. 

其次，在定义⑷的情形下，也在一系列其他派生定义的情形下（参见 [260], [261], 
[273]), 成功得到无渐近套利的有效判别准则，它同时还可表达为在随机过程统计中 

①这一段的叙述根据英文版.括号中的“第五章 §2 a ” 在原版上误为“第二章 §2 d ”. 而后面的“第 
—章 §2 d ” 是英文版加上的. _ 译者注 
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众所周知的诸如 " Hdlinger 积分％ " HeHInger 过程 w 那样的概念的术语(参见 [250; 
第 V 章】) • 

4. 定义 2. 表示为 n - 市场全体 {( S ' 俨), n 彡 1} 的称为局部无套 
利的,是指对于每个市场 ( B ' S ^ 是无靜 J 的（第五章 §2 a ). 

下面考察的鉢问题在于求出使得局部无靜 j ( e , s )- 市场不产生（在上述定义 
I 的含义下）渐近套利的条件. 

当抑4 oo 时产生渐近套利可能有各神 原因: 麟个数的增加 Of ㈣ 4 00)，时 
间区间的增加 ( k ( n ) ^ oo ; 参见例如第五章 §21> 中的例 2), 测度的渐近等价性 w 可 
能被破坏,渐近套利的出现也可能与这些原因的组合作用相联系 • 

与概_度序列的上述“测度的渐近等价性 '以至 相应的 6 雙对连续性 15 和喷 
异性的渐近概念相联系,我们注意到 t 它们可通过引人嘴续性 " 和“完全渐近可 
分性的概念(参见〖250;第 V 章〗，,其中也用 Hellinger 积分和 HelHnger 过程的术语 
来描述满足它们的判别准则}，来作出精确的陈述. 

这些概念对于大市场上的渐近套利问题的重要性首先& Yu . M . Kabanov 和 D ., 
O . Kramkov 的著作 [261] 中指出 , 其中还引人了第一种和第二种渐近套利.（在渐近 
套利的定义 I 中，本质第一种涛 

在 I . Klein 和 V - Schachemayer 的著作 [273] K 及 Yu . Kabanov 和 I >. O - Kramkov 

的著作 [260] 中获得的. 


§3 b , 无渐近套利判别准则 

1•设 又咖)= ( X ^ n ) ) k ^ k ( n ) 是有珲三1的 （ S ' S ™} •市场上的某个自融麵 
合的 资本： 

^ (u) = K (n) ^J2(^^' (i) 

f=l 

如果 Q " 是 ( Q n t ^) 上的某个测鼠满足 CT 《 P ' 那么根据 “ Bayes 公式》(第 
五章 §3 a 中的公式⑷)，我们求得 ( Q n - a . s .) 


Eq » 



ir ( n ) 

k(n) 


㈣ 


1 
么 k 


Ep - 



^i n ) nFTi i 
k{n) ^k( n ) I ) 


其中那 
有定义 •) 


dP 




k 


(假定⑶的左端中的条件数学期望 


我们将假定 t 每个 n - 市场 ( E n , S ") (n > I )是无套 利的， 因此，对应第一定 

春气章 §§2 b , 2 e) f 鞅测度族 ^( P n ) / 0. 

设卜 e 穸 ( P ra ) 以及 7 r ( n ) 为満足下列条件的 策略： 



< oo . 


⑶ 
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于是由第二章 § lc 中的引理，我们求得，序列 X 咖二 关于测度卜 
为鞅.这就是说， E 卜1^1 < 00 以及对于 A : < fc ( n )， 有 

K {n) - Ep n (Of). ⑷ 

显然， Ep \ xH ：] z - {n) \ = ^ n < 00 ,且由 （2) 和⑷， 

Xl {n) Zl = E P . ㈣ （卜 - a . S . 和 P "- a . s .). ⑻ 

这样一来，假定 （3) 在所考察的离散时间 A :( n ) < oo 的情形下，确保 

W ⑻，％，戸1伸）和 ( x 广)從，^ 

♦ 

是鞅.（比较第五章 § 3 d 中的引理 ■) 

特别是， 

X，= E 〜 pn X ^， ( 6 ) 

^rTr(n) / 7 \ 

A 0 一 tP nA fc ( n ) Z fc ( n )- (7) 

这两个等价关系式中的每一个都能用来得到所考察的策略 +) 为无套利、而 
策略序列 7 T = (7 T ( n )) n>1 为渐近无套利的条件.（注意，在实质上，正是这些关系式也 
在第五章 §2 c 中用来证明第一基本定理中的“充分性 

注.为使公式 (4)-(7) 成立并不需要要 求弘〜 P n ， 而只要条件卜《 P n 满足. 
然而，如果比如由⑺要导出无套利，性质 P n 《卜 总被假定成立. 

事实上，设策略 7 T ⑻满足 X 0 " ⑻= 0, O Q ( P - a . s .)， 以及 A = { XJ 5 > 0}. 
于是由⑺很明显，如果在集合 A 上 Z - (n) = 0,那么关于集合 A 的概率 P ^(^4) 就没 

有什么可说的.因此，为使由假定 P n ( X ^ 彡 0) = 1和等式0 = ⑹可 

断定性质 P n = 0) = 1，就还要假定 P n ( Z ^ {n) >0)-1. (根据第五章 §3 a 中 

的定理的断言 f )， 由此导出绝对连续性《卜 .；） 

这样，在鞅测度卜的概念中再加上要求它与测度 P 71 的等价性，特别是确保有 
下列性质： 


0 < ^ fc ( n ) < 00 ( P n - a . s .). ⑻ 

2. 为简单起见，我们寻求无渐近套利判别准则从“ 定常” 情形出发，它理解为 
(®， S ) = {( W ， W)，n > 1}- 市场有下列特殊 结构： 存在概率空间，(為 )0 O ， P )， 
多 =V %和 W + 1)- 维过程 ( B , S ) = ( B k ， S k ) k 冰 其中风为爲-可测，心= 
⑻，…，对）为可测，使得 n - 市场中的每一个带有 fc ( n ) = n 的 ( B n , S n ) = 

Sk)k^k(n) • 
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显然，（运用“系列模式”的语言）可认为，市场 ( B n , S n ) 给定在“自己的”概 
率空间⑴，多 M 多？)衫 n ， P n ) 上，其中每个多 n =久 ，^ n , 以及 

P n = P 丨多 ' 

另一方面，还可以说，在“定常”情形下，股票数 d ( n ) 不随 n 而改变 ( d ( n ) = d \ 
而每个 （ n + 1)- 市场 （^^+^…十 1 ) 是 n - 市场 （丑'5, 的“延 续”. 

~我们将记 {( P k ) k ^ i } 为具有下列协调性质的鞅测度瓦的序列的 
族： Pfc+i \^k = Pk , k ^ 1. 

~ 对于每个这样的测度序列 ( Pfe ) fc ^ i , 我们定义相应的 Radom - Nikodym 导数= 
(fc > 1, = 1) 的序列 Z = ( Z k ) k ^ Q . 


z k ： Z k = ^,P k e^(P k ) 

k 


Zqo = |^/c : Zoo = li^n ~^p k j (Pfc)fc》i € Pj . 

我们察芒，虽然并没有假定存在 ( n ,^) 上的测度 P ， 使得^ = ?\^ k , 由性质 
P fc+1 |^fc = P fc , 我们仍然有序列 ( Z k ,^ k ) k ^ o 关于测度 P 是（正）鞅.因此，由 Doob 
收敛性定理（第五章 §3 a )， P - a . s . 存在 lim Z k (= Z ^), 这时， 0 < EZ ^ ^ 1. 

定理 1 (“定常情形 ”). 在局部无套利市场（©，§) = {{ B n , S n ), rt ^ l } Ji , 条件 


lim lim inf P(Zk < e ) = 0 

eio k z k ez k v J 


⑼ 


对于无渐近套利是充要的，而条件 


S ^ L p(z - <£)=0 

是充分的. 


( 10 ) 


证明. 条件⑼ 的充分性证明比较简单，将在下面引人. （条件 （10) 的充分性也 
由 （10) => ⑼ 可得 •） 必 要性证明有点复杂.它依靠有关概率测度的相邻性的某些 
结果，并将在下面的 § 3 c (第9点）中给出. 

设 ( Pn ) n^l G P 和 7 T = (7 T ⑻)❿丄为满足 §3 a 中的条 件⑶的 （®，§) = {( S ' 5 n )， 
n 彡 1}- 市场上的策略序列.于是条件 （3) 满足，而这就是说，性质⑹成立，它在所 
考察的“定常”情形下，取形式为 


X^ {n) = EZ n X^ n l 


( 11 ) 


取 e > 0,由此求得 
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BZ n X < n) = EZ n X < n) [ l (~ c ( n ) ^ X :⑷ < 0) 

+/ (0^ X :( n ) < e)-hl ㈣ n ) > e )] 

彡 - c ( n ) + EZ n XZ { n ) I { Z n ^ e)I ^ e ) 

> - c ( n ) + £ 2 P ( X ，) ^ e , Z n ^ e ) 

> - c ( n )+ e 2 [P ( X ^ ^ e )- P ( Z n < e )], 

而这就是说， 

X ； (n) + c ( n ) + s 2 P ( Z n < e )^ e 2 P ^ . (12) 

如果 §3 a 中的条件 （2) 和⑶满足,那么由序列 ( Pn ) n^i € P 的任意性，由 （12) 
可见， 

limlhS inf P ( Z n < e )^ limlhS P ^ e ) . (13) 

eiO n Z„e2„ ej.0 n \ / 

因此，很明显，在具有假定⑼以及因而显然有条件 （10) 的情况下，有 §3 a 的性 
质 (2)-(4) 的策略序列不可能实现渐近套利. 

〜 ~ HP 

推论.设 ( Pn ) n^l 是某个 P 中的序列， z 00 = mK ^. 那么条件 P ( Z QO >0) = 1 
确保无渐近套利. n 

3. 我们转向考察一般情形，认为每个无套利 n - 市场(丑'俨 ),n > 1，给定在“自 
己的”渗透概率空间 

’ ( n n ^ n ,(^) k ^ k { nh p n ) 

上，其中多^ n) = 多' 

如果 Pfc(n) 为某个鞅测度， 

〜 dP n 

〜 P “以及 ^0 = #， 

ar fc(n) 

那么类似于 （12) 我们求得 

Xl {n) + c ( n ) + e 2 P n ( ZJ ：( n ) < e ) > e 2 P n (O e ) • (14) 

记 ~ 

f dPl ( , ^ ) 

拉⑷ = Z ^ (n) : ZJ ： (n) = P ^ (n) G ^( P ^ (n) ) . 

I J 

定理 2 •设 （ B ， S ) = {{ B n , S n ), n ^ l } 为局部无套利“大”市场. 


[2 ^ 
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条件 


lim lim inf 

n Z k { n) ^ Z ?(n) 


为无渐近套利的充要条件. 


P n (^ k ( n ) <^)=0 


(15) 


证明. 条件 （15) 的 充分性 如同在“定常”情形下一样由 （14) 得到. 必要 性的证 
明参见下面的 §3 c 中的第9点. 


§3 c . 渐近套利和临近性 

1. 由本章上面的所有有关 套利理 论的叙述中，论证“概率测度的绝对连 续性” 
显然在这一理论中起着相当重要的作用.下面的叙述指出，对于 渐近套利理论 来说, 
起着关键作用的概念 是概率测度的临近性 概念，它是数理统计渐近问题中的重要观 
念性概念 之一. 

为了以最自然的途径引人临近性概念，我们先考察“定常”情形（其定义和记号 
参见 § 2 b 中的第 2 点). 

^ 设 ( Pn ) n^l M P 中的某个（协调）鞅测度序列.假定，在⑴，多）上还存在测度 
P , 使得 P 丨= P n ， 几彡 1. 

我们记得(参见第五章 § 3 a ), 测度 P 和 P 称为局部等价 （P % P )， 是 指^〜 Pn ， 

n ^ 1 . 

〜 这里重要%是要强调，由性质 p 防 p — 般来说 得不到下列性质中的任何 一个: 

p 《 p ， p 《 p ， ？〜 p . 

根据上节中的推论，如果 

P(^OC > 0) = 1 ， (1) 

其中 Zoo = Mz ni z n = 那么无渐近套利. 

n 

根据第五章 § 3 a 的亨理中的蕴涵关系 （ i ) @ ( m ), 条件⑴（在所考察的 P 5 P 
的假定下）等价于 p < p . 这样一来，条件 p«p (当然,如同条件 （ 1 ) 一样）就可看 
作，在引进 n - 市场的概率测度时，阻碍 n 4 oo 时出现渐近套利的（性质？ ％ P 的) 
补充要求. 

- 样，当 ㈨ ，多，(舄)咖）有多= V ^， 而没有带性质&二 (n > 1 ) 的 
测度？ 0 寸，为陈述相应的类似断言 

P(^oc > 0 ) = 1 P < P , ( 2 ) 

重要的是下列定义. 

定义 1. 设在可测空间 ( E n ^ n ) 上给定概率测度 GT 和十， n 彡 1. 
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测度序列 (Q n )n^l 称为关于序列 (Q n )^l 邻近（记为泊 n ) < ( Q n )} 是指对于 
所有有性质 4 0 (n — 00 ) 的集合序列 4 71 e # n , 也有性质 Q n ( A n ) ^ 0 


(n — 00 ) 成立. 

注 1. 当空间 ( E n ^ n ) 和测度 Q n 和不依赖于 n 时 (( E n ^ n ) = ( E ， 豸)， 
Q n = Q , Q n = Q ), 邻近性质 ( Q n )< ( Q n ) 就转化为 { E , S ) 上的测度 Q 和 6 的绝对 
连续性 Q < Q . 

定理1 (“定常”情形) .设 （ I ) 是 f 中的某个鞅测度序列.那么 

PiZoo > 0 ) = 1 ^ ( P n )< ( P n ). (3) 

邻近性条件 ( P n )< ( P n ) 的满足确保渐近无套利. 

如果 ( Pn ) 是唯一的鞅序列，那么条件 ( P n )< ( P n ) 是无渐近套利的充要条件. 
证明. 定理的证明由上节的定理1和下面引入的包含某些有用的邻近性判别准 


则的引理1直接导出.为陈述后者，我们需要某些补充记号和定义. 

2. 设 Q 和3是可测空间（五 〆 ） 上的两个概率测度, Q = i(Q + Q) )a 




j =, Z =-. (Radon-Nikodym 导数 3 和 j 的文本可挑选为使得 3+1= 2.) 
dQ 3 

现在我们记起，根据 Le&e 叫 we 分解（参见例如， [439; 第 III 章])，测度 G 可表示 


为下列 形式: 


Qi + Q 2 , 


其中测度 


Qi ( A ) = E Q ZI A , Q 2 ( A ) = Q ( An(Z = oo)) 


由于 Q(Z < oo ) = 1 ，故^ 《 Q 和丄 Q _ 

这样一来， Z 无非就是测度 6 关于测度 Q 的绝对连_成分的 Radon-Nikodym 

这备 / TT^ B A _ 、 tV \>t -XT Tir-ratJa} tET ~r*. rw AA r CJ dQ 、 


导数.正是应该在这一含义下，来理解用于 Z 的记号 


dQ _ 


定义 2 . 设 ae ( o ， i ) 以及 


i7(a;Q,Q) = E^ a 3 1 - a , 


⑷ 




(5) 


p ( Q , Q ) 


1- H ( Q , Q ). 


⑹ 


iJ ( a ; Q , Q ) 称为测度 Q 和 Q 之间的 o ； 阶丑 eZfcger 积分， i 7( Q , Q ) ，为 HeUinger 
积分 ，而 />( Q , Q ) 称为测度 Q 和 3 之间的 Hellinger 距萬 . 
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可以证明（参见 [250; 第 IV 章， §la]) ， 值 i?(a;Q,Q) 其实不依赖于控制测度 Q 
的选择.这个性质解释了经常运用的记号 

^(a;Q,Q)= / (dQndQ) 1 --, ⑺ 

^ JE 


H(Q,Q)= / dQd 》， ⑻ 

J E 

I 

p{QA)=\J E [ydQ-4^j ^ ⑼ 

例 •设 Q = Ch x Q 2 x ... ， 3 ^ x x … ， 其中 Qjfc 和己是在(艮涿 ( IR )) 上 

的高斯测度，其密度分别为 


(*一 


Qk ( x ) 




y/^KfJk 


e 2a k 






恥⑻ 




V 27 T(Tk 


e 


2 




于是 


H(a;Q kl Q k )= / (dQ fc ) Q (dQ fc ) 

R 



1 〜 L( 


dQk 

dQk 


1 —a 


dQk 


f 说⑷较 — a ⑷血 

Jr 


exp 


a(l - a) /- /i fc 


2 


(Tk 



因而， 


H(a; Q, Q) 


a(l — a) 
~ 2 ~ 


E 


Mfc -Jh 


k 


(Tk 



( 10 ) 


引理 1 •设 {E n ^ n ) 是具有测度 Q n 和❼ （ n 彡 1 ) 的可测空间.下列断言等价 


a) (Q n )< (Q n ); 


,r 


2 


(Q n + Q n ))： 


b) limlim Q n (3 n < e) = 0; 

c) lim IimQ n (Z n > TV) = 0; 

ATToo n 

d) lim lim jJ(g; Q n , Q n ) = 1. 

ctiO n 

引理证明参见 [250; 第 V 章，引理 1.6]. 
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上#定理1中的断言⑻的证明直接由引理中的断言 a ) 和 C ) 的等价性对 Q n = 
匕和 。 n = P „ 应用 而得： 

( P n )< ( P n ) ㈡ lim IE[P > AT ) = 0 

^Too n \ d p n J 

limlimP < e ) = 0 

以 0 n \ dP n ) 

lim P(Zoo < e ) = 0々=>• P ( Z 00 >0) — 1, 

4 

其中 Ac 是 P-a.s. 存在的 lim 

在邻近性条件 （ P n )< (Pi -足时，无渐近套利存在的断言由 §3 b 中定理1的 
推论和所建立的性质⑶导出. 


3. 定理1 Xt —般（“非定常”）情形的推广不会带来任何 
我们将遵循 §3 b 的第3点中所叙述的模式. 




难. 


定理 2 •设 （？一)你 是 （ s ' W )- 市场上的某个鞅测度 “链” ( P - n) ^ P - (n) ). 
条件 ( Pfc ( n )) < ( Pfc ( n )) 确保无渐近套利. 

证明. 由引理1中的条件 a ) 和 C ) 的等价性，我们断定 


( Pk { n )) < ( h ( n )) 




) 




0, 


( 11 ) 


其中 = 而我们记得= PM ^ {n y 

所要求的关于“当邻近性条件 ( P ^ (n) ) < ( P ^ ( n ) ) 满足时无渐近套利”的断言由 
(11) 和 §3 b 中的定理2得到. 

4. 直到现在为止，无渐近套利的条件都是用 Z - n) 的相似关系的渐近性质的术 
语 （§3 b 中的定理1和 2 ) _邻近性术语(本节中的定理1和 2) 来陈述的.上面引人 
的引理1作为邻近性条件 ( Q n )<( Q n ) 的充要条件，给出了用阶 a e (0, 1) 的 Hellinger 
积分的渐近性质的术语来表达的 条件： 


(Q n )< (Q n ) ^ limlim^a ； Q n ,Q n ) = l. 

a 丄 0 n 


( 12 ) 


在一系列情形下，用这样的积分来运作不会带来困难，并且导致确立无渐近套 
利.（参见后面的第5点中的例子 .） 

在这一含义下，最简单的是测度“直积”的情形. 

也就是说，我们假定 . 


五 n = £Yx...x ^， ^ x 


4 0^ 


X 《(n) ， 
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Q n =: Q 5 1 x 


• • • x Q 


n 

fc(n )， 


❼=欹>< … X 欹 ㈨ ， 


其中 Q 2 和杂是（段， 4 n ) 上的概率测度 • 
很明显，在这一情形下， 


fc(n) 

H ( a ; Q n A n )= tl H ^ Q ^^) 

k=l 
k(n) 


n 


k 


1 




(13) 


以及 


limlim ^( a ; Q n , Q n ) 

^10 n 


k(n) 

A:=l 


(14) 


因此,在所考察的“直积”情形下 


k(n) 

( Q n )< ( Q n ) ㈡ ImlES H ( a] 如 ）= 0. (15) 

fc=l 4 

5. 我们引人一些例子， 一 方面，指出基于 a 阶 Hellinger 积分的无渐近套利判别 
准则的有效性，另一方面，阐释第一章 §2 d 中所叙述的理论的讨论和结论.例1 
和例2是著作 [260] 中所考察的例子的特殊情形. 


例1 ( 有火 n ) = 1和 A :( n ) == n 的“大定常”市场).我们将认为，概率空间 
为 （ Q ， 多， P ). 其中 Q = {-1,1}°° 是二位进序列 x = ( x 1; x 2 j *.*) 的空间，其中 
而=土1，测度 P 满足 P { x : ( xi , - - - ， 0 ：„)} = 2- n .设 £ i ( x ) = X *, 2 = 1,2, ■ • •. 从而， 
£ = (£： 1 ,€ 2 ,… ） 是 Bernoulli 随机变量序列， P(q =:士 1) = |. 

每个作用于多 n = 久= a ( ei , •■- , e n ) 和 P n = P |^ n 的 （ Q , 多 n ， P n ) 的 
( B n , 5 n )- 市场，都被假定为邱三1和沪=：⑹，…，&)，其中 

Sk = Sk ~ i(l + Pfc ), , So = 1, (16) 

其中 pk =糾 + akSk , (7 k > 0, max (- a fc ,crjb — 1) < 糾 < a k . (比较第五章 § Id 中的条 
件⑺ .） 

把 （16) 改写为下列 形式： 


Sk = 为 - 1(1 + <Tk(£k - h ))， 


(17) 


其中心 =(我们察觉 U < i _) 

~由 （ p ) 和第五 y §3 f 中的定理 2 导出，在所考察的情形下，存在唯一有直积结 
^ P n = P ? X -.. XP - 的鞅测度，关于这一测度，量 e l5 e 2 , …，&独立，并且 

= 1) = 豆 (1 + 办 /c) ， P U (^k = —1) = —(1 — &fc). 
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由于 

H(a;P^P n )=f[ [ (1 + bfc)a t ( 1 ~ 6 fc) H ， (18) 

k=l L 」 

故由 （12) 和 （15) 导出 

(R-) < (R-) ^ limlimlT [ (1 + Ma + (1 — 6fc)a 1 =1 

2 」 

a|0 n ^ 2 

k=l 1 - 」 

由此不难断定， 

( P n )<( P n )^ E ^< oo . 

fc=l 

■回忆起 h ' 并应用定理1，我们求得，条件 V 是在所考察的 

a k ^ \(TkJ 

“大定常”市场上的无渐近套利 的充要 条件. 

例2 ( 有 A ;( n ) 三1和 d ⑻= n 的 “大” 市场).我们将考察 ( B n , W )- 市场的一步 

模型，其中假定 B n = 网)， S n 二 （ Si 匁，…， H 其中 A = 0,1和=與 1 = 1, 
而 

Si = Sl ( l ^ p % 瑞 >0， (19) 

以及 

P ° = Mo + 挪 0 , (20) 

9 % = Mi + (Ti(Ci€ 0 + Ci6i), i ^ 1. (21) 


还假定，内 > 0, c , > 0, c?+cf = 1以及 e = ( eo , e lr -) 为以概率$取两个值 
士 1的独立 Bernoulli 随机变量序列. 

与和理论相联系，有益的是，现在把匁 （ i 彡 1) 理解为在“全 球”、 
“大”市场上交易的某支股票在 时刻& 的值，而艽理解为这一市场的指数（比如，500 
个公司的股票市场上的由这些公司所构成的 S & P 500 指数; 参见第一章 § lb 中的第 
6点)_ 

设氏=，，叫 

<^0 





CTQ 


"oft ~ Mi 



并且 |& o | 兴 1 ， |& i | # 1 ， i 彡 1 . 
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在这样的记号下，由(19)-(21)我们求得 


= 对 (1 + (To(sq — 办0))， 


( 23 ) 


并且对于 i > 1， 


S{ = Sq{1 -h (JiCi(e 0 — 6 0 ) + (JiCi{ei - hi)) 


(24) 


如果遵照上述的 （ B ' W )- 市场的“系列模式”，那么可以认为，其中的每一个定 
义在概率空间 ( Q ^ n , P n ) ±,这里 ^ n = a (£ 0 , e lr ^, s n ^ 1 ) 7 = P | 多'而 n，P 
与上一例子中一样. 

由（ 2 3)和（ 2 4)容易确立,在所考察的模式下，对于每个 n 彡1，显然存在（至少 
有一个)鞅测度.事实上，可取如下构造的（仍然有直积结构的）测度为这样的测 
度:对于它，量句， £"1, * * ■ , Sn —1 独立， 


P n (^i = 1) = $ + 吣 ⑽ = -1) = & - 吣 


直接可见 


H ( a ; P n , P n ) = U 


r 1 r ( 1 +^+ (1 - hr 


(25) 


i=0 


正如在上一例子中那样，由此我们断定， 


( P n )< ( P n ) 


< oo , 


t=0 


因而，由定理2,条件 


E 


Mo^i — fM 


< oo 


% 




(26) 


( 作为条件$ < 1 ，^ < 1 1) 的补充)确保无渐近套利.(把 （26) 与 

第一章 §2 c 中的⑷和第 二 章 §2 d 中的 （ 19) 相比较 .） 

注 2. 应该强调在所考察的两个例子中的原则差别.在第一个时间参数 fc < n 的 


例子中，存在唯一的鞅测度？'从而有可能断定（由定理1)，条件£ ( 

k=l ^ 


<Tk 


2 


<00 


是无渐近套利的充要条件. 


在第二个 n 起着序列编号的例子中，测度卜对于 n > 1不是唯一的，从而说 
明，条件（ 26 )仅仅是无渐近套利的充分条件 .( 正如在著作 [260] 中所指出，充要条 

件为 lim [ min(l + 6^,1 - 6 i )] > 0.) 


% 


例 3 . 我们考察“定常”对数高斯（第五章 §3 c ) 市场 （®， S ) = {( B n , S % n ^ l } 
其中 = 1, S - = (5 0 j Si ，… .， S n ) ，而 

S k = S 0 e hi+ - +hk , S 0 >0. 


(27) 
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假定 ，、= ^ + < r k e k , & > 1，其中 （ ew .) 是给定在概率空间⑴，多， P ) 上 
的独立正态分布 ^(0,1) 的随机变量序列，而 a > 0, A : 彡 1. 

设八= P n = P |^ n , n 彡 1. 在第五章 §3 C 中，已经证明，如果 


Z n = exp 


{-± 


<Tk 


+ t)^ + 2^U + T 




T 


) 2 }， 


(28) 


那么关于有# „ = Z n dP n 的测度已价格序列 ( S k ) k ^ n 形成鞅，这时 Law(/ ifc | P n ) 


1私，0>)，且 


l^k 




(n. 


由此容易求得，运用公式（10)， 


H ( a ; P n ， P n ) = exp ^ - 


a(l — 


a )\^ , ^ k \ 2 \ 


由 （12) 得到， 


( P n )< ( P n ) 


E / /Xfc (Jfc \ 

U + tJ <o ° 


而这就是说，由定理 1 导出，条件 


(29) 


SU + tJ <0 ° 


(30) 


确保无渐近套利. 

注 3. 如果^ = 0,即 

o"k 2 






(31) 


那么原来的概率测度 P 对 f 序列 S = (5 fc )^o 是鞅测度. 

注意^条件 （30) 对于（弘）< ( P n ) 也是充 巧的. 尤其是，这一条件对于测度序列 
( P n ) 和沪 n ) 互为邻近是充要的，后者表示为（卜)<> ( pn ). 

6. 余下的是要简要讨论完 全渐近分离性 概念，它是奇异性概念的自然“渐近” 


类似. 


定义 3. 设在可测空间 ( E n ,^ n ) 上给定概率测度 GT 和❼， n 彡 1. 

我们说，序列和 ( Q n ) n ^i 满足完全渐近分离性质（记为（❼） △ ( GT ))， 
是指存在序列 { njt }, 满足当 fc T oo 时，打 fc T 00,并且对于每个 fc 存在集合 d nfc e ^ nfc , 
使得当 fc f oo 时， Q nk ( A nk ) — 1，而 Q n ^( A n ^) 0. 
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引理 2 .设 ( E n ， 为具有概率测度 Q n 和❼， n 彡 1. 下列断言等价(广 


Z 


dQ 


= ^(Q n + Q n ))： 


^ dQ 

a ) (—)〜△ ( P n ); 

b ) limQ n ( 3 n ^ e ) = 0 对于所有 e > 0 成立； 

n 

c ) limQ n ( Z n <7 V ) = 0 对于所有 iV > 0 成立； 

n 

d ) limlim - ff ( a ; Q n , Q n ) = 0; 

»|o n 

e ) lim ^ ra ; Q n , Q n ) = 0 对于所有 o ： e (0,1) 成立; 

n 

f ) limi /( a ; Q n ; Q n ) -0 对于某个 a e (0,1) 成立 _ 

n 

引理的证明参见 [250; 第 V 章，引理1斗 


7. 在例 1-3 中所引入的无渐近套利分析表明，表达为阶 a > 0的 Hellinger 积 
分渐近性质的术语的判别准则很有效率. 

在渗透概率空间（正如在例1和例3中）的情形下,有益的是转向所谓丑 danger 
过程，在它的性质的术语下,也可给出概率测度的绝对连续性、邻近性和其他“ 相互” 
性质的判别准则. 


下面的叙述可看作以离散时间情形为例的有关 Helliixger 过程的一些问题的介 
绍（详情参见 [250; 第 IV ， V 章 ]). 

假定，在渗$可测空间⑴，多，(多 n ) n 列）= = V ^ n ) 上给定两个 

概率测度 P 和戸. 

我 f [以 p n = PI & 和 = 引久表示它们在义上的 M 限 ， n ^ 1, Q = 

|(P + P), Qn = Q|^n- 

设 3 n = ^ jn : = = (认为 g = 0;我们记得，如果 

CtQn dQn ^n~l ^n—1 

3n-l = 0) 那么 3 n = 0, 同时，如果 In = 0,那么 Jn-1 = 0). 

在这样的记号下， o ； 阶 Hellinger 积分 H n ( a ) = H ( a \ P n , P n ) 可改写为下列形式: 

H n { a ) = E Q ^ g ~ a . (32) 

• c 

我们转向过程 Y ( a ) = ( Y n ( a )) n ^, 其中 

^ n ( a )-3^1 ~ a (33) 

设 f a ( u ， v ) = 这个函数（对于 u ^0, v ^0) 是下凸的，而由 Jessen 不等式， 

对于 m < n ( Q - a . s _)， 有 


EqO^i ( 戊 ） 丨多 m) < Ym{a). 


( 34 ) 
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这样一来，序列 Y ( a ) = 队⑷，久， Q ) 是（有界）上鞅，根据 Doob 分解（第二 
章 §10), 它可表示为下列 形式： 

Y n ( a ) = M n ( a ) - A n ( a ), (35) 

其中 M ( a ) = ( M n ( a )^ n , Q ) 是軟，而 A ( a ) = ( A n ( a ),^ n . u Q ) 为有 A 0 { a ) = 0 的 
可料不减过程. 

过程 Y ( a ) 的具体结构（参见 (33)) 可用来使可料过程 A ( a ) 给出下列形式的表 
式： 

71 

A n ( a ) = ^ 1 ( a ) Ah k ( a ) , (36) 

/ c=l 

其中 h ( a )^ ( h k ( a )) k>0 为某个不减可料过程， h 0 ( a )= 0 , 

这样的过程,一般来说，不是单值的.例如，下列过程 


九 n ( a ) = 

k=l 

(37) 

^ n (^) : 

n 

= 53 E Q0^(/?fc ， 3fc) 1為-1), 

(38) 


fc=l 


其中 < f a ( u , v ) = au - h ( l - a ) v ~ u a v l ~ a , 0 < a < 1,满足可直接验证的所述要求，对 
于它们来说，有 

n 

M n ( a ) = Y n ( a ) + ^ Yfc - i ( a ) A / i fc ( a ) (39) 

fc=l 

的过程 M ( a ) = ( M n ( a ),^ n , Q ) 为鞅- (与此相联系，也参见[ 2 50;第 IV 章, § le ].) 

. 定义 4 . 使得用公式⑽）定义的过程 M ( a ) = ( M k ( a )^ k , Q ) k>0 为鞅的每个 
不减可料过程 / i ( a :) = ( hk ( a )) k^o ( ho ( a ) = 0) 称为阶 a : € (0, 1) 的 HeHinger 过程. 

注 4 •设戸窆 P , 即 ^《 FV n 彡0, ^ 以及如 =那么由公式 

(37) 和 （38) 给出的过程 h n ( a ) 可表示为下列形式 : n n_1 

n 

hniot ) — Ee p (1- 心《| 為 - A (40) 

/ c=l 

n 

K { ot ) = 5 ZEp (^ a ( l , p fc )|^ fc _ 1 ). (41) 

fc=l 

注 5 . 我们考察“直积”模式，认为 D =玢 X 五 2 X ... ， 多= S ⑭鬲⑭…， 
p = Qi X Q 2 X ... ， p = 匕 X 匕 x …， 其中 Q; 和③为 { Ei . Si ) 上的概率测度. 
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在这 一 情形下，多 n =爲 ® • • • 0 #n, Pn = Ql X …X Q n ， P n = Ql X … X Q n . 于 
是命题 P < P 等价于心《 Q„，n > 1，并且我们有 Pn = 

^Qn 

由于 E PPn = 1, 故我们看到 ， （36) 和 （37) 的右端重合，并且由它们所定义的有 

71 

hn(oi) == ^2 Ep(i - Pk~ a )^ n 彡 1 

k=l 

的 Hellinger 过程 h(a) = (h n (a)) 为确定性的，且 

n 

h n { ot ) = - H ( a ' yQk , Qfe ))- (42) 

k=l 

如果 H n (a) = H(a; P n ,P n \ 那么在所考察的“直积”情形下， 

H n { ot ) = H n ^. 1 { a ) H { a ] Q n ; Q n ) 

= H n -i(a)[l - (1 - H(a;Q n , Q n ))]. 

考虑到记号 （42)， 由此我们得到 

晒 

AH n (a) = - i ^ n _ i ( a ) A / i n ( a ). 

我们已经在第二章中涉及过这种类型的差分方程（比较 § la 中的公式（11))，其 
中它们的解借助于随机指数可记成下列 形式： 

H n {ot) = H 0 (a)^(-h(a)) nt 

这里 

n 

S{-h{a)) n = e _M«) Y[(l- Ah k (a))e Ahk ^ 

k=l 

= f[(l - Ah k (a))_ (=n^(a;Q fc ,Q fc )V 

k=l \ fc=l / 

它在所考察的情形下，与 

♦ 

n 

H n {ot) = 丑 o ⑷ JJ H(a; Qk,Qk) 

k—1 

完全一致. 

下列（在“系列模式”下的）结果体现了这个概念在渗透可测空间 

(n ^ 1, = ^ fc %) , ^ = {0 ， W}) 上给定的概率测度序列 ( P -) n>1 

和 ( P n ) n ^ l 的邻近性与完全渐近分离性的论证中的作用. 
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类似于 (39), 我们在记号上以下列“系列模式”所引起的显著变化 

fc ( n ) 

Kin )(«) - E - m a 0 k ) X - a \ ^ k - i ) (42，) 

fc=l 

来表示对应测度 P n 和 P n 的 a € (0, 1) 阶 Hellinger 过程. 

引理 3. 下列条件 等价： 

a ) ( P n )< ( P n ); 

b ) ( PJ ) < ( P ?) 以及对于任何 e > 0， 

S ? ⑷ > e ) = o . ( 43 ) 

推论. 设所考察的“定常”情形~下， P 和？为给定在可测空间 (^ fc ) fc ^ o ) 
上的两个测度， P N = P \^ Ni P N = P \ ^ N . 

对于任何 N >1， 绝对连续性？ at 《 Pw 成立当且仅当 

Po 《 Po 和 hN { oi ) 三0 ， a | 0. (44) 


引理 4. 如果对于任何 L > 0, 


lim P n h 


fc ( n ) 


G ) 


> L 


(45) 


那么 ( P n ) < ( P n ). 


推论 •在“定常”情形下，条件巧)丄 P Q 或者条件 


P 


( hN (0 


oo 


(46) 


对于 Pat 丄 Pjv 为充分条件. 

. 在“定常”情形下，？《 P 和？丄 P 的判别准则，当补充假定？装 P (即， 
Pn 《 Pn ， Tl > 0) 时，特别 简单： 


P<P 


HEW — V a n) 2 I ^n-l] < OO 


k=l 


PIP 


p E^d - v^) 2 | U = OO 


其中 a 


dP n 

dPr, 


引理 3 , 引理 4 及其推论的证明参见 [250; 第 V 章， §2 c ; 第 IV 章， §2 c ] 
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8 . 我们转向上节中的定理 1 和 2 中的条件⑼和 （ 15 ) 的必要性的证明. 

为此，有益的是转向下列在 [260] 中引人的 与不完 全市场上的渐近套利问题相 
联系的邻近性概念的推广. ~ 

我们将假定，对每个 n > 0,在可测空间上给定概率测度和某个概 
率测度 Q n 的族 Q n = { Q n }. (以后将取鞅测度族 ^( P n ) 作为 Q n .) 

对于每个测度 GT 的族， = { GT }， 我们联系它们的 上包络 supCT ， 它是集合 
Ae ^ n 的函数，满足 

( supQ n )( A ) = sup Q n ( A ). (47) 

Q n €Q n 

我们将以 convQ n 表示为族 Q n 的凸包. 

定义 5 . 测度序列 ( Q n ) n ^ i 称为 与上包络序列 ( supQ n ) n ^ 邻近 （记为 ( Q n )<] 
( supQ ^)), 是指对于每个满足 ( supQ n )( A n ) 0的集合序列1,也有 
性质 Q n ( A n )-^ Q . 

对于 Q e convQ n ，设 


3 n (Q) 




Z n ( Q ) 


dQ r 

"dQ 


其中 + 


下列 [260] 中的结果是引理 1 的断言的直接推论. 

引理 5. 下列条件的等价性 成立： 

a) (Q n ) < (supQ n ); 

b) limlim inf Q n (3 n (Q) < e) = 0; 

/ elO n QeconvQ^ W V } 1 5 

c) lim Km inf Q n (Z n (Q) > iV) = 0; 

N|oo n Q^convQ^ v v J 1 ’ 

d) lim lim sup H(a; Q, Q n ) = 1. 

^10 n QeconvQ n 


9 . 芒直接转向 § 3 b 中的定理 1 和 2 中的条件⑼和 （15) 的必要性证明时 ，$ 
们将 令 ㉛ 三 P " (三 n { n ) ) 以及正如已经注意到，将取所有鞅测度 P " (n) 

族 ^( P n ) 作为族 Q ' 

很明显，在所考察的情形下 ， conv Q n 重合于族 ^( P n ) 本身，因而，引理5中任 
条件 c ) 取下列形式： 


lim lim inf 

NTo ° n 


• fc ( n ) 


(S-) 



它（由于 b(n 广％ ( n )) 等价于条件 


V (48) 
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其中集合 1 

邳⑻= 卜 n ) 广 ㈦ € 增 ㈨ 小 

由于 （48) 恰好是 §3 b 中的条件（15)，故由引理5中的条件 a ) 和 c ) 的等价性， 
可以断定， §3 b 的定理2中的“充分性”也可陈述为下列 形式： 条件 

( P ]?( n ))<( supP ^ (n) ) (49) 

满足导出无渐近套利. 

因此，（再由引理5中的条件 a ) 和 c ) 的等价性）为确立 §3 b 的定理2中的“必 
要性 ”， 需要指出，无渐近套利导出条件 （49) 满足. 

证明将用“反证法”. 

假定集合 A " G ^ (n) 满足 

(哪巧⑷)（^> —0， (50) 

但 P ^ (n) -^ a >0, 这里，如果有必要，可取子列. 

我们指出，在这一假定下，有渐近套利. 

为此，我们构成过程 

= ess sup E^ n (iAn I ), k ( k ( n ). (51) 

巧⑷⑷） fc ⑷ 

根据 § 2 b 中的定理，过程 P = { X ^) 关于每个测度 P ^ (n) G ^( P ^ ( n ) ) 为上鞅， 
并且根据 §2 d 中的定理，对于这个过程有可选 分解： 

k 

邳 = 邳 + 乙吋， AS?)-C ]： , (52) 

)=i 

其中 cy = 0, cp 为巧-可测 ， 而冗为-可测 . 

基于分解式（52)，我们（对每个 n 彡 1) 定义策略# = ，，7 n )， 其中，= 
和， = 城)咖使得其资本重合于邳+ E ； = i (77 ? A 5；). 

为此，只需选择席和7? 使得沏+ ( 7 ?, SS ) = (为简单起见，假定总有 

= l ), M ^ Mk ^ l 取自分解式 (52), 而邱由自融资条件来确定. 

对于这样定义的策略 tt ' 显然有 Xf =Xg + CJ ^ Q 对于所有 fc < A :( n ) 成立， 
且当 n —■ oo 时，由假定 (50), 

■^o = _ sup Ep n Ij\n = sup Pg ( n )( j 4 n ) ― > 0. 

feCn) P ^)€^( P !； (n) ) 

这样，对于策略 TT = (7 T -) n ^ l5 §3 a 的定义 1 中的条件⑺和⑶满足. 
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为了完成证明，现在余下的是要发现，对于所构造的策略 7 T = 这同一 

个定义 1 中的条件 （4) 也满足，因为 

mP n ( XJ ： {n) ^ 1) ^ hmP n ( XJ ： {n) = 1) = lim P n ( A n ) = a > 0. 

这样，定理2以至定理1中的“必要性”得证. 

推论. 为了再次强调邻近性概念在“大”金融市场中的渐近套利问题的重要性， 
我们把定理 2 改写为下列（等价） 形式： 在“大’’局部无套利市场 （®， S ) = {( B n , S n ), 
n 彡 1} 上，条件 （ P & n )) < (sup P ^ (n) ) 为无渐近套利的充要条件. 

很明显， 在完全 市场情形下，这个条件转化为常的”原来的概率测度 P - (n) 
的族关于(对每个 n > 1唯一的）軟测度的族(巧^)^的邻近性 
条件 


( Pfc ( n )) < ( Pfe ( n ))* (53) 

~注 6. 在定理 1 和2中，无渐近套利的充分条件陈述为对于 某个鞅 测度“链” 
( F ^ ( n ) ) 的邻近性性质 （53) 满足. 

值得注意的是，其实哼反的结果也成立，它在 [260] 中 得证： 如果无渐近套利®， 
那 么可求 得軟测度“链，， ( P - ( n ) ) n ^ l 5 使得邻近性质 （53) 满足. 

§3 d . 在无套利市场的系列模式中的逼近和收敛的某些方面 

1•在 §§3 a , b , c 中所考察的“大”金融市场模型中假定，有 n - 市场 ( B n , S n ) 
( n 彡 1) 系列模式， 其中每一个是无套利的，同时还研究了无渐 近套利 问题.这时重 
要的是要注意到，没有关于是否存在某个“极限’’市场，比如 ( B ， S ), 作任何假定. 

在本节中，将考察这样的局面，除了在概率空间 ( n n ,^ n , P n ) (n > 1) 上给定 
“极限前”的 n - 市场 ( B n , S n ) 还有给定在 （ A 多， P ) 上的“极限”市场 （ B ， S ), 并 
且当 n — 00时，下列（弱）收敛性 成立： 

Law ( S n ,5 n | P n )^ Law (5,5| P ). (1) 


我们以后感兴趣的基本问题在于阐述（在假定 （1) 下）是否也可以说下列收敛 
性： 


Law ( S n ， | P n ) — Law ^ SlP ), (2) 

其中分别是类夕 ( P ") 和少 ( P ) 中的某些鞅测度，以及用怎样的方式来选择 
适当的弘和 P ， 使得对于它们可确保收敛性⑵. 

在与后一问题相联系时，回忆起下列这点是适 宜的： 我们已经提 及各种 构造鞅 
测度的方法，例如，基于 Girsanov 变换和 Esscher 变换_我们还记得在第五章 §3 d 中 

①在原版和英文版中，这里都是“有渐近 套利” ， 显然有误. 一 译者注 
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提及的最小鞅测度概念，它（在 H . F 611 mer 和 M . Schweizer 的著作中，例如，在 [167] 
和 [429] 中）联系着这样的 问题： ^( P n ) 中怎样的鞅测度应该看作形成用于金融计算 
的测度链 ( P n ) n ^ i 的最“自然”的候选者.（在这一联系中，再次强调下列¥点不是 
多 余的： 比如，对冲价格、合理价格、期权合约的计算正是通过引 人鞅测 度卜和民 
而不是通过原来的（也可以说是“物理的”）测度 P " 和 P ; 参见例如， § lc 中的“不完 
全市场上的欧式对冲价格基本公式” （8) 或 §4 b 中的公式 (20).) 

2. 在转向考察所提出的问题时，回忆起下列这点是适 宜的： 在金融文献中，十 
分清楚地以其自有的简单明了分离出下列两种“经典的” （ S ， 外市场 模型： 离散情 
形下的 


(7 ⑽-模型 
(或者二叉树模型;第二章 § l e ) 以及连续时间情形下的 

Black - Merton-Scholes 模型 

(或者基于几何布朗运动的标准扩散 模型; 第三章 §4 b ). 

这时如所周知，第一种模型（以小时间步长 △ > 0) 是第二个模型的完全令人满 
意的近似，并且由第一个模型所得到的计算结果（比如,对于标准期权)，接近于对于 
第二个（尽的-市场模型的计算结果，对于后者， 

B t = B 0 e rt ， S t - ⑻ 

其中 W = ( W t ) t ^ o 是标准维纳过程. 

根据极限定理理论（参见例如， [39] 和 [250]) 中熟知的 不变性原理， 维纳过程可 
作为各种完全不同的随机游走模式的极限模式的结果来得到.因此，毫不令人惊奇的 
是，比如，对于(带离散时间区间 A = 1/ n 的）给定在某个概率空间⑴' 多' P ， 上的 
( B n , 沪)-市场的二叉树模型，在下列含义下收敛于 Black - Merton-Scholes ( B , S )- 模型: 
当 n — oo 时，收敛性⑴成立，其中 P 为概率测度，并且关于它过程 W = (^)^0 
是维纳过程. 

我们察觉，既对于所引人的两个“经典”模型、又对于其他的金融市场模型的收 
敛性⑴的成立问题，如上所述，仅仅是一般的市场向“极限” （ S ， S )- 市场 
的收 敛性问 题的一部分.当 n — oo 时，分布律 

Law (^ n ,5 n | P n )^ Law ( S , 5| P ) (4) 

的收敛性问题也同样重要，其中卜和戸分别是对于 ( B n 7 #)- 模型和（5, S )- 模型的 
鞅（风险中性）测度. 

这里重要的是要考虑到下列联系所考虑的（无套利） 完全和不完全 市场的状况. 
如果 Ce ' w )- 市场是完全的，那么（至少在满足“第二基本定理’’的条 件下; 第 
五章§ 4 & )鞅测度集合 ^( P -) 中的每一个只由一个鞅测度所组成，而在具有收敛性 
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⑴的断言⑷的成立问题以最直接的方式与测度族 ( P ") 和 （ P n ) 的邻近性问题相 
联系,并在 “随机不变性原理” 的框架下求得足够完备的 解答; 后者例如在专著 [250] 
的第 X 章第3节中详细研究. 

然而，若所考察的无套利 （ W ， 沪)-市场不完全，那么所涉及的局面就大为复杂. 
在这一情形下， —测 度集合夕 ( P n ) —般来说多于一个元素，并且由此就产生选 
择对应的軟测度链 ( P n ) n ^ l 的不简单的选择问题，使得该测度链可确保收敛性 （4) 
满足. 

相应于弱收敛的定义，断言 （4) 可变换为收敛性断言 

对于定义在所考察的过程的（右连左极 ( cadlag )) 轨线空间上的有界连续泛函在我们 
的通常对半鞅提出的框架下盛立. ~ 

我们察觉，如果 f = =， Z 二^那么，由于 

E ^ n f ( B n , S n ) = E pn Z n f ( B n , S n ), 

以及 

^ f ( B , S ) = E P Zf ( B , S ), 

显然，收敛性问题⑷以最紧密的方式联系着收敛性问题 

La , w ( B n , S n , Z n \ P n ) Law ( S ,5 5 Z | P ), ⑻ 

它有关随机过程的极限定理理论的“泛函收敛性，’ 论证. 详情参见[ 39 ]和 [250]. 

注意到以下这点是有 益的： 如果随机变量族 { Z n f ( B n i S n );n ^ 1} 一致可积， 
即， 

Jim lSlEpn (\ Z n f ( B n , S n )\I (\ Z n f ( B n , S n )\ > N )) = 0, 

jV y oo 

那么收敛性 （4') 由 （5) 可得. 

作为例子，我们考察性质 （1) 和⑵对于 Cox - Ross - Rubinstein 的“极限前” 
模型和 Black - Merton - Scholes 的“极限”模型是否成立的问题,这两个模型既是无套 
利的，又是完全的. 

设是其上给定 二 叉树 （ P ， 沪)-市场的概率空间，其中市场用“单 

利” 类型来定义（第二章 § la )， 并带有 按段常数轨线 （第四章 §2 a ): 对于0 G 彡 1， 

A ; = 1 ，…， n 和 n > 1， 

M 

k=l 

M 

没=埒11(1+成)， 


⑺ 
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其中银 行利率 


V 


f v 


而市场利率 




Pk = ~ fl^O. 

TV 


在均匀 Cox - Ross - Rubinstein 模型中，量 G ， …， G 为 独立同分布， 其中 


p n (江 


y/n 


p , P n 设 



q 


这里 a ，6， p 和 g 为正常数， p^q = 1- 


由 （9) 和 （10) 我们求得， 




Epnp n = _^_ {pb _ qa)j 


Ep-^fc) 2 = 5( 灿 2 + 叫 2 ) + 0 V n 3/2 


1 


Dpn ^ = f (6 + a)2 + 0 (^2 


对于充分大的 n ， 量1 + > 0以及 


M 


5 r = 5 0 n exp^ln(l+^) 

fc=l 

M 


税 exp 彳 E (成— 


{ pt ) 


2 


k 


2 



假定下列条件 满足: 


pb — qa = 0 


于是，记 


a 2 = pb z + qa 


2 


2 


并察觉到 W (6 + a ) 2 = a 2 以及 


Mr / n、2 a 


E P n 戍 =& Epn(^) 


2 ( 1 
n 


^ P n Pk = 


2 


我们得到，当 n 


—►00 


时， 


[n*j 

EEp 

fc=l 

[nt] 

亡 D P 


n 


Pi 


{ Pi ) 


2* 




2 


cr 

"- T lt 


n 


fe 


Pfc - 


( Pk ) 


2 


2 


cr 2 t. 



⑻ 

⑼ 

( 10 ) 

4 

(11) 

( 12 ) 

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 

(18) 
(19) 
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在所考察的情形下，下列 iyinde 6 er ； g 条件满足： 

n 

lim E E P n [| ln(l + 成 )| 2 J (| lii(l + 成 )| > e )] = 0,对于 e > 0 成立. (20) 


k 


因此，由泛函中心极限定理（[ 25 0;第 VII 章，定理 5.4]) 导得（随着％ 4 So ) 


Law (5 t n ;^ 1 1 P n ) — Law (5 t ; i ^ 1| P ), 


其中 


S t = S 0 exp {("- 皆 ) f + aW t ^ 


以及 W = (呎)叫是（关于测度 P 的）某个维纳过程 • 
因此，如果邱 — 执，那么 


( 21 ) 


( 22 ) 


Law (邱， ^ 1 1 P n ) Law (战， S t ;t ^1\ P ), 

即收敛性⑴成立. 

现在我们转向把测度 P " 和 P 替换为鞅测度和 P 后性质 （23) 的类似. 
如果对于 k = 1，…， n , 


(23) 


P n 




y/n 




r, p n Uk 



r , 


并且关于测度量…为独立，那么鞅性条件 


E 


(si 



on 

D k-l 


1 ^ k 


导致关系式 

E p-Pfc 

. = #， 

1 ^ k ^n y 

A 

它显然等价于条件 



_ 



r — fj, 

* 

考虑要求浐+浐= 

1，由此求得 




r = 

a 

a + 6 + 

1 r — fi 
y/n a + b^ 

♦ 

r = 

a 

fl + 6 

1 r — fi 
y/n a + 6 * 


(24) 


(25) 


(比较第五章 § 3 f 中的例 2 ,其中也确立了鞅测度的唯一性和量 G ， 
该测度的 独立性 


，從关于 
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因此， 


^pnPk 


e p - { Pk ) 2 = ~ + ° 

Tb 

^Pt = ^ + 0 


r 

n 
a 2 



n 3 / 2 


其中 52 = a6 

我们察觉，条件 p + g = 1 和 pb-qa = 0 导致 ab = pb 2 + qa 2 . 换句话说， a 2 = 5 2 , 
而这就是说， 


E E p ^ 




[ nt ] - 

E d p^ Pk- 




— a 2 t . 


Lindeberg 条件㈤）也对测度替换为卜而满足.因此，再次应用泛函中心 
极限定理（随着5^ — 冼)，我们求得 


Law(^ n ; ^ 1 1 P n ) ^ Law(5 t ; ^1|P), (26) 


其中 


S t — So exp 




W = (Wit)^i 关于测度 P 是维纳过程，这里 P 是由 Girsanov 定理（第三章 §3e) 如 
下确定的唯一鞅 测度： 



这时， W t = W t -^ 

这样，下列定理成立： 

定理 • 如果在( 6 )-( 10 )中定义的 Cte-floss-iitiWnsfein “极限前”模型中，参数 
(2>0，6>0，卩>0和殳>0满足 — 押= 0和 p g = 1，那么向 Black - Merton - 
汾“极限”模型的收敛性 （ 21 ) 和 ( 26) 同时成立. 

4. 现在略微改变 Cox-Ross-Rubinstein “极限前模型，其中放弃“限制’’条件 
pb~qa = 0 , 但是仍然保持应用泛函极限定理的可能性. 
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为此,我们将认为，对于奇数值= 1，3,…，量成还是用公式 （9) 来定义，而 
对于偶数值 A : = 2,4, ... ， 

成=兰+成， M > 0 ， 

9 V 

其中 

pn (成 = -^) =p ， pn (^ = *) = 9 . 

于是对于 fc = 2,4, …， 



因此，考虑到（对于奇数 fc 的）公式（11)-(13)，我们求得 



其中 

a 2 =pq(a-\-b) 2 . 

这样，在所考察的不均匀 Cox - Ross - Rubinstein 模型中，与均匀情形下一样的结 
果成立： 

Law(5r ； i^ 1 1 P n ) — Law(5 t ;^ 11 P )， (27) 

其中过程 5 = 由带 cr 2 = pq(a -h b) 2 的公式 （22) 来确定. 

现在设为鞅测度，关于它，量片，… ，以 还是形成独立随机变量序列，且 

叶卜灰 ) ， ’ 吻一涤卜 T ， 

其中对于奇数 A :， 從和纪=歹 71 ，且 

卜 = 抑， _( 忒 = 沃 )= 砹， 

其中对于偶数 A 殁和纪由下列公式来确定（根据軟性要求 )： =乒'纪=0， 
这里 

g-n _ a _ 1 V — fi 

a + 6 y/n a + 6 9 
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其中 


S t = So exp 


{( 


? 2 


r — 


t + 




以 及瘀二 ( Wt )^ 关于测度 P 是维纳过程，且 



我1门注意到， 一 般来说 ，以一 pq{a + b)\ 而这就是说，？ 2 / a 2 . 尤其是，如果在 
“极限”模型中波动率为 a 2 , 而参数 a > 0 , b > 0 jP > 0 mq > 0 选取为使得 p + q^l 
和 a 2 = pq(a + b) 2 , 那么将有泛函收敛性 （27) 成立，但是在 （28) 中的 “ 极限”波动 
率5 2 可能（在缺乏以前运用的 “ 限制”条件 pb-aq = 0 的情况下） 不同于 

所 引人的 不均匀 Cox - Ross - Rubinstein 模型表明，在这些模型的选择中，作为带 
参数 ( y 2 ) 的 Black - Mertcm - Scholes 模型的 近似， 必须相当小心地选取“极限前”模 
型的参数 (p,q ， a,b )， 因为即使具有相对于原来的概率测度的收敛性（27)，还完全可 
能发生相应的关于鞅测度的收敛性（对带参数 （//， a 2 ) 的 Black - Merton - Scholes 模型 
的收敛性）不成立.而这转而导致“极限前”模型的合理（对冲）价格可 能不收 
敛于“极限”模型中的（所期待的）价格 Cl 

显然，类似的局面也可能在其他近似模式中发生. 
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5. 与上面所考察的过程^ = ( S ^ x 向过程 S = ( S t ) t ^ i 的既关于原来的测 
度 （ P " 和 P ), 又关于鞅测度和内的收敛性相联系，自然要引人这一方向的某 
些^'般结果. 

出于这一目的，为简化讨论， 认为埤三 l,B t = 1, 我们首先注意 

到，由分布律 Law (5 n | P n ) 的弱收敛，即使在 ( P ^) < (P n ) 的邻近性假定下，一般来 
说,不能得到 Law (5 n | P n ) 的弱收敛性，尽管序列 （ Law (沪 | P n )) n ^ x 是紧密的（详情 
参见专著 [250] 第 X 章中的第3节)，因而，在原则上，可能有多个极限测度（取不同 
的子列). 

允许确保极限概率测度的唯一性的标准例子之一在于，除了分布律 Law ( S " | P n ) 
的弱收敛条件和邻近性 （ P n ) < ( P n ) 以^卜，还要求联合分布律 Law ( | P n ) 的弱 

收敛性,其中 r = ( Zf ) t <1 和冴=#为测度印关于测度 P ? 的密度（和和 P ? 

是测度卜和 P 71 在 a - 代数巧上的局|4,其中多7 1 属于其上定义过程 W = ( S t n ) t ^ 
的随机基底 iSl n ^ n ^) t ^ uP n )). ' 

于是由所谓 Z^Cam 第三引 理的推广文本(参见[ 25 0;第 X 章，定理3_3])得到，分 
布律 Law (5 n , Z ^| P ^) 的序列弱收敛于某个概率测度，它关于分布律 Law (^, | P ^) 

(n ^ 1) 的弱极限测度绝对连续.如果同时 Law (5 n , Z n | P n ) -> Law ^ ZfP )， 那么 
Law ( S n , Z n \ P n )^ Law (5, Z | P ), 其中测度 P 满足通= ZdP . 

6 . 为了解释这些结果，我们再转向上面所考察的 Cox - Ross-Rubinstein 模型 （6) - 
⑺；为简单起见，假设 r = 0, B 卜 1， 并使这一模型采用第五章 §3 d 第7点中在描 
述最小鞅测度的构造时所运用的形式.（也参见著作 [392].) 

设邱= E 冲.于是，如果 pb - qa = 0 , 那么有 MJ ^ = J 2 ^ 的序列 M n = 

( MJ ：) k ^ n 将是¥方可积缺，其平方特征为 ( M -) = (〈 M %)=， 其中 ( M 、 = 

^ D^ n = a 2 k, a 2 = pb 2 + qa 2 (= ab). 

如果令邛 = 5,那么序列丑 n = 两)吻的 D 00 b 分解（第二章 § lb ) 可（用增 
量的术语）表达为下列形式： 

△柯= a^A(M n ) k + AMZ. (29) 

设〜< CT 2 . 于是有 

71 

dP n =]J(l-alAMJ ： )dP n (30) 

fc=l 

的（最小） 测度卜 （比较第五章 § 3 d 中的 (31)) 将是概率测度，并且同时还是序列 

H n = (丑 Own 的（唯一）鞅测度，后者可由第五章 §3 d 第7点中的叙述可得，也可 
直接验证来确立. 
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令 

[nt] ( \ 

冴 =n(i — a^AM^) = ^[-Y, a ^ AM ^ ( 31 ) 

k=1 V k ^' / [nt] 

我们把表示为下列 形式： 

[nt] 

氏 n =^n(i+ △ 邱 ) = 5o^(-ff n )[nt] 

fc = l 

= S^S ( ^ a ^ A ( M n ) k + M n j . (32) 

/ [nt] 


XikM = 为有平方特征 〈 M > = (〈 M 〉*) 叫的 （在某个随机基底 （ Q ， 多， 

(^ t ) t ^ i , P ) 上的）平方可积鞅 ， a = ( a t ) t ^x 为某个满足 a 2 -{ M)i < 00 ( 即 J 。 1 a ^ d { M) t 

< 00 ) 的可料过程， 

H t = [ a s d(M) s + M t , (33) 

Jo 

以及 

Z t = ^ {-I a s dM^j , S t = SoS > (H) t . (34) 

在公式(31)-(34)中所表达的结构表明，必须要对所引人的对象提出要求才能有 
弱收敛性 


Law (5 f , Z t n ;t < 1 1 P n ) — Law (5 t , Z t ;^ 1| P ). (35) 

这样，如果 W = ( a -)^ i , M n - (MD 印和 ( M -} = (( M n ) t ) t ^ 为由（成) 

和 ({ M -) fc )^ n 所构造的按段常数过程，那么为了有收敛性（35)，显然只需 

分布律 

( M [nt] \ 

Law P n 

\ fe=l fc=l / 


收敛于分布律 


Law ^ M t ,y a s dM s , J a s d { M) s \t ^ 1 



以及收敛性埒 

这种鞅和随机积分的收敛性的各种各样的条件例如可在 [250; 第 IX 章]和 [254] 
中找到.特别是，由 [254] 中的定理 2.6 和 2.11 导出，只要 


Law ( M t n , a^;t < 11 P n ) —>■ Law ( M t , a t ;i ^ 11 P ) 
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成立，以及下列鞅的跳跃的一致小条件 满足: 


sup Ep 


sup I AM/ 1 1 
. t<i 


< 00, 


那么所要求的收敛性成立. 

对于模型⑹-(7)，这个条件显然满足，并且作为极限过程 ， M = ( M t ) t<1 可取 
为（正如由第3点得到）抓=的过程，其中灰= ( W t ) t ^ i 是标准维纳过程， 
o 2 - pb 2 + qa 2 . 于是丑 t = fjLt -\-( rWt , VA 及 S t = 5^( 丑) 由于 dS { H) t = S { H ) t dH u 

故路 = St ( fidt ^ adW t ). 这就是说，正如所期待的，过程 S = ( S t ) t ^ 无非就是几何 


布朗 运动: 



t + aWt 




由 （34) 我们也求得 



在所考察的情形下，如同在 §3 c 第5点的例1中那样来确立，邻近性（卜)< ( P ， 
成立.因此，由所陈述的 “Le Cam 第三 引理” 的推广文本导出 

Law(5^; t^l \ P n ) — j - Law(5i；i ^ 11 P ), 

其中 # = ZxdP. 

由于根据 Girsanov 定理（第三章 §3 e ), 有兩 t = Wt + #的过程 W = (两)印 
关于测度 P 为维纳过程，故 " 

Law("t + o - W t ;t ^ 11 P ) = Law ( aWt;t ^ 11 P ) 

= Ldiw ( aWt ] ^ 11 P ). 


因此， 

Law(5 t ;t < 1|P) = Law(5 0 e-^ t+<T ^；t ^ 11 P), 

它就是前面在第 3 点中直接应用泛函中心极限定理所确立的结果（参见 (26)). 

4 . 二叉树 （ 5 , 的-市场上的欧式期权 

§4 a . 关于期权合约的定价问题 

1. 按照第一章 § la 中所叙述的传统和分类，在金融理论中通常区分出下列两种 
形式的金融工具（特别是对于证券》 

基本的，或者第一位的， 



. 二叉树 CB ， 市场上的欧式期权 _567、 

以及 

衍生的，或者第二位的. 

在前面几章中， 汇率和基本证券 （银行账户，股票，债券）已经被投以许多 关注: 
考察其动态变化的各种 模型， 引入统 计分析 结果，以用来特别是解释金融时间数据 
的现象，诸如聚 集性，分形性， 具有长 记忆性 等等. 

对给出衍 生证券 定价基础的理论问题也投以很大的关注，它们依靠在“公平，，构 
建的金融市场的无套利性的观念上. 

在第一章中已经注意到，使 用衍生证券不 仅是由于它们的投机利益才有意义.衍 
生证券的重要价值在于它们起着对冲金融工具的作用，目卩，它 是防范 由未来价格运 
动的不确定性所引起的可能风险的金融工具. 

比如公司 A 的股票“今日”价格为洗二100,而投资者期待它的价格上扬⑸= 
120), 那么他可能（在时刻 n = 0) 购买股票，并在以后（在时刻 n = l ) 出售它,获利 
为 & — S 。 = 120 - 100 = 20_ 

当然,价格也可能下跌（为= 100丨氏 = 80)，于是购买-出售导致 亏损: 5 i -5 0 = 
80- 100= -20. 

因此，在所考察的局面下，可能有下列价格 运动： 

^5, =120 
\ 5 1 = 80 

“大”盈利 (=20, 或者洗=100的20%)伴随着“大”亏损 风险卜 -20,它也构成买 
价私=100的 20 % 的亏损). 

然而，除了所描述的投资者在基 本证券 市场上进行的策略（在该情形下为购买 - 
出售股票）以外，它还可能在 衍生证 券市场上这样 运作: 购买执行时刻为 n = 1的买 
人期权，使他有权（参见第一章中的 § lc ) 在时刻 n = 1 按照比如说价格尺= 100 来 
购买股票. 

于是，如果= 100 以及& = 120,那么投资者按照（在约定的未来）价格 
^=100购买股票，并立即按现货市场上的市场价格& = 120 (在所谓现货市场％ 
出售，获利防 - K ) + = 20. 

当然，为了持有这样的有权按约定的价格（冗= 100) 购买股票的期权，必须对 
期权的发行者支付“权利金”.设这一权利金 Q = 10. 于是在股票价格上扬的情 
形下（私=100 T & = 120) 期权购买者 的纯收 益将是10_在价格下跌的情形下 
(So = 100 | 5 i = 80) 期权购买者不再把期权提交执行（“当股票能以较低的市场价 

0在金融文献中，$常运用 (参 见例如 [ so ]) 下列 术语: 与未来交割、未来运作等等相联系的合约 
(诸如期权、期货、远期等等）通常称 为期货 （ forward，forward delivery ) ; 而预计要立即交割的合约 
称 为现货 ( spot ). 
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格= 80购买时，按照价格尺=100去购买股票是无意义的”)，带来的亏损等于 
他为期权所支付的“权利金” （=10). 

这样一来，使用买人期权（作为衍生证券的一种形式） 降低了 投资者 的风险 （亏 
损从20单位降低为现在的只有10单位)，不过，可能的收益当然也变少 （10 取代 
20). 


在这一含义下，可以说，对于预料价格上扬（即，按照第一章 § lc 的 术语： “牛市”) 
的投机者来说，基于购买买入期权的策略比起基于直接的购买-出售股票的策略来， 
具有较大的“防范”可能亏损的力量. 

现在我们考察“ 熊市' 投机者预料（在所考察情形下的股票）价格下跌.在原理 
上，不禁止在多个市场上出售股票的合约，尽管在这些市场上作物理上的出售可能 
不行.我们设想在时刻 n = 1签订了按价格100出售股票的合约.如果价格正如所 
预料的“熊市” ，& 变为80,那么他在市场上按照这一 “市场” 价格& = 80购买股 
票，而履行合约为他带来 2 0单位的收益.如果& = 120,那么 “ 牛市” ©亏损变为20 
单位.换句话说，再次 说明， 可能有“高”收益，也可能有高“亏 损”. 

类似于“牛市”，“熊市”也有可能转向衍生证券市场.例如，他可能购买卖出期 
权（再次设其价格为10单位， 而 K = 100)，使他有权利（对他来说，也可能不执行) 
按照价格 K = 100来出售 股票. 于是，如果氏= 80,那么他按这一 “市场”价格购 
买股票，并按期权合约预定的价格 K = 100出售.考虑到所支付的权利金，纯收益在 
价格下跌的情形下（况3 = 100丨& = 80) 为 2 0 - 10 = 10. 如果发生价格上扬，那么 
“牛市带来的亏损为10 单位. 这样一来，持有卖出期权降低了投机风险，与此相 
应的是也减少了可能的投机收益. 

上面所引人的数字特征取得相当任意，尽管如此，从整体上来说它们恰当地说 
明了衍生证券的“投机”作用和“防范”作用. 

2. 联系期权的根本问题之一 在于： 怎样计算持有期权合约所应该支付的“权利 
金”的公 平合理 价值. 这一问题无论对于证券的购买者还是发行-出售者来说都有意 
义; 对于后者来说，同样重要的问题在于怎样支配所得到的“权利 金”， 以保证 签约时 
所预定的条件得到满足.当然，发行者感兴趣的问题还有在期权合约的市场“ 波动” 
时，他的整体收益和亏损的评估. 

注意，这样那样的衍 生证券 的定价理论依赖于以怎样的模型来描述基 本证券 ，怎 
样作出有关证券市场的结构和功能的假设.在这方面，最简单的是用二叉树 Ci ⑶-模 
型 （ BP ， Cox - Ross - Rubhistein 模型）描述的市场（参见第二章 § l c ). 尽管这 一 

模型很简单，以此为例，就能完全理解基于“无套利”思想的定价的一般原理和阐释 
定价的技巧.这时，期权弓1人注目的就不仅是因为其自身，并且也是因为与证券市场 
上的决策相联系的许多其他 问题； 它们或者有可能用期权的语言来改写，或者有可 


® 在原版上,这里为“熊市' 英文版删去“熊市' 
© 在原版和英文版上这里都是“熊 市”. 


译者注 

译者注 
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[. 二叉树 （尽幻- 市场上的欧式期权 


能运用基于简单而意味深长的“对冲”思想的成熟发展的期权合约定价技巧. 

§4 b . 合理价值定价和对冲策略定价 . I . 一般偿付函数情形 

1. 在由两种资产所组成的（尽外市场的 (7 兄 R - 模型中 ： B = ( B n ) 为银行账户, 
而 5" = (* S n ) 为股票，假定 


△召 n = 厂万71—1， 


△5^1= Pn ^ n—l 


⑴ 


其中（〜）为取两个值 a 和6 (a < 6) 的独立随机变 量序列，而 r 为利率， -1 < a < 

r < b , 

除了要求⑴以外，假定，给定在渗透概率空间风多，(多 n )， P ) 上的序列 P = 

( Pn ) 满足 

I 

P(Pn = 6) = p , P(Pn = a ) = Qy 

p - hq = l 7 0< p < l , 弁且对于每个 n ， 量〜为多„-可测. 

在所考察的模型下，所有的随机性，形象地说，都“来自”量 &， 因而，作为 
基本事件空间0或者可取作 Piv = { a , b } N , 即有〜= a 或者& (n < iV ) 的序 
列 x = ( xi , X2 , - - - , Xn ) 的空间，或者是空间 Doo = { a , 6}°°,即有 x n = a 或者6 
(ne {1,2, •-.}) 的序列 z = (〜 X 2 ，…）的空间.这时， Pn ( x ) = x n , 并且由于所考察 
的空间 Qat 和 fioo 的离散性，在相应的 Borel 集合上的概率测度 FV 或者 P 完全由 
其有限维分布= P n ( xu -- , x n ) 来确定,其中 n 彡 TV 或者 n < oo . 

如果 ^(^ 1 , …， $ n ) = Z ) h { xi ) 为 Xi [i < n ) 等于 6 的个数，那么，显然， 

i=l 

PnO ^ l ， _..，〜)= / b ( X1 ’.” ^) q n ^ b (^ i - . (2) 


另一方面，可以说， P n = Q 0 -*^Q 是测度 Q 的直积，其中 Q 满足 Q ({6}) = p , 

、 ■ ■ V -- " 〆 

n 次 

Q({a}) = g ，而 p > 0, g > 0, p + g 二 1. 根据第五章 §ld，CRR- 模型是无套利完全市 
场，而根据第一和第二基本定理，对于每个 n > 1，存在唯一鞅测度^ 〜 P„， 有下列 
简单结构（比较 （2)): 


P n ( Xl , •■- , X n ) = ^) ? 


其中 



Q = 



⑶ 

♦ 


⑷ 


由⑶得到，测度^如同测度 Pn —样，有“直积’’结构： Pn = Q 0---^ Q , 其中 

、 ■ V / 

〜 n 次 

Q(W) = V, Q({a}) = q. 
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2. 我们将考察执行时间 N<oo 的欧式期权， 其偿付函数（偿付索求）一般 
来说，依赖于所有以前的值 S 〜 Su "、 S N , 或者等价地依赖值 Stp u …， p N . (关于 
有关期权的各种定义，参见第一章中的 § lc .) 

正如已经注意到，既对于期权合约的出售（发行）者来说，也对于其购买者来说， 
首要的问题在于理解这一合约的“公平”（或者“合理”）价值. 

根据第五章 § lb 中的叙述，在 无套利 完全市场上，其中包括所考察的二叉树 
(尽的- 市场，公平（合理）价格自然认为是（完善欧式对冲） 量： 


C(f N ;P) = inf{x >0: 3 tt , 使得 Xf = 尤 和 X 义 =〜（ P - a _ s .)}， (5) 


其中 X - = ( XZ ) o ^ n 为对应自融资策略 tt =(/5, 7 ) 的资本.（详情参见第五章 § lb ， 
以及本章的 § lb .) 

这时， C (/ at ； P ) 可按 § lb 中的下列公式 （4) 来计 算： 

_ 

C(f N ;P)=B 0 E^-, ⑹ 

t>N 

其中 g 是按鞅测度 PiV 的均值. 

对于模型（1)，= B Q { l + r ) N . 因此，这里 

c (炀; p ) 三 Mv ， ⑺ 

并且从原理的视角来看，这一公式完全解决了有偿付函数仏的期权合约的合理价 
格问题. 

尤其引人注目的是，在所考察^模型中，从购买者处获得权利金 C ( f N] P ) 的期 
权出售者，可以构成这样的组合使得其资本 x * = { Xl ) n ^ N 在时刻 TV 恰好 
复制了偿付函数这时，正如在 § ib 中已经注意到，求组合元= { M ) 的标准方 
法如下组成. ~ 

我们构成鞅 M 二 P N ) n ^ Ni 其中 

根据“|-表示式”，可求得这样的可料序列今=使得 



n N . 


⑻ 


令尻 = M k - f ，我们得到（参见第五章 §4 b 和本章中的 § lb ) 自融资对冲 
5?=(及7)，其资本 k 

Xf= lkS k = B k E (^； I A) 
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4. 二叉树 （5，幻■市场 上的欧式期权 


满足 


x! = c(f N; p), 


以及“完善”性质 


X% = f N . 


由于 


A (S k \ _S k - 1 (p k -r) 

\B k J ~ B k 


我们由 （8) 看到 


M 0 + ^ a[ p) (p k - r) = Mo + 5 i P)Am k\ 


k 


k 


其中 a 4 p ) 和％由下列关系式相联系: 


Ik 


^ ] B k 


s k 


1 


而序列 = ( mi P \^ ny PN ) n ^ N , 


m 


(p) 


J2(pk - r) 


fc=l 


形成鞅 • 


⑼ 


( 10 ) 


(11) 


( 12 ) 


(13) 


以后将变得很明显，除了序列 p =(如）以外，还要适当地引人序列5 =(心)，令 


S n 


Pn ~ a 

b — a • 


(14) 


显然这时有 


Pn 


b 


a 


S n 


1 

0 


(15) 


以及多 n = <^(pir 9 • iPn) = CT(Jl ， … ^ n ). 


由于 




Pk-r 
b — a 


(16) 


故除了⑻和 （11) 以外，我们也有表示式 


9 V 

Mo + Y , 



( S )( S ) 


m 


k 


k 


(17) 


其中序列饥⑷ = 


m f (5) = ^^n~p) 


(18) 
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是鞅，以及 


i 5) = ( b ~ a ) a [ p) 


(19) 


我们把所叙述的结果概述为下列断言. 


定理 1. 1) 在 CKi ?- 模型中，对于任何和任何界 V - 可测的偿付索求 / at , 公平 
价格 CC / W ; P ) 由下列公式来 确定： 


C(/n ； P) 


fN 

(1+r )^， 


( 20 ) 


其中 g 为按鞅测度的均值. 


2) 存在完善自融资对冲开= _， 其资本 f = ( X ^ N 满足 

= C(/iv ； P), 


和 


In 

WTrW 


, n ). 


( 21 ) 


3) 对冲开的成分 ^ = 0 n ) n ^ N 和 7 = ( in ^ N 满足 


Pn = M n 


lnS n 


其中、 （ n 彡 iV ) 由对于鞅 M = ( M „， A ，心)的“会-表示式，，⑻来确定，这里 

JD 


M n 



3. 正如由定理的阐述可见，求出完善对冲 = (反刃以最直接的方式联系着由 
相互等价的表示式⑻， （11) 或 （17) 之一定义的鞅 M = ( M n ,^ ni P N ) n ^ N 的获得可 
能.下面的定理描述了一种成功获得这样的表示式的相当有意义的情形. 


定理 2. 设偿付函数 


fN = B N g(A N ) 


( 22 ) 


其中5 =沒 (△") 为= 占1 + . …+ 的某个函数 
那么在表示式 （17) 中系数 

a^=G N . k (A k _ 1； p), 1 


( i $ N , 


(23) 


其中 △() =0以及 


Gn(x-,p) = + 友 + 1 ) — + k)]^^. 


(24) 


. 二叉树 （ s ， s )- 市场上的欧式期权 
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证明. 我们首先察觉，= E ( M n \ 久)， 其中心 = f • 

由于 AMn = 故对于5! 6) = a ^^ i , •■- , S n - i ), 我们求得 


忒 ) 


E { Mn I 《 1 ，…，占 n - l ，1) — E(Mjy I 占 1 ，… ，占 n - 1 ) 

" l ~P 

E ( g ( Ajy ) I Ji ， …， S n - i , 1) — E ( g ( Ajy ) 1 61 ，…， 

W 


在集合 &: △ 


n—1 


《n = 1 } 上， 


E ( y ( Aiv ) I ^ n )= 巨 5( 怎 + 1 + A N - A n ), 


(25) 


以及 

E (^( Ajv ) I 多 n - 1 ) = Eg(x + A n - A n _ i ) 

= ^ g(x + 1 + - A n ) + (1 - p ) Eg(x + △〜- A n ). 

因此，在这个集合上， 

= (1 _ P )^-[9 ( x + 1 + — A n ) — g(x + Aiv — △ n )] 

N-n 

= ( l - p ) + 1 + fc ) — y(x + k )] C k N _ n f{l - P) N 一 

k=0 

=(^-p)G N - n (x ； p), 

再考虑到 (25), 就导致所要求的表示式 (23). 

定理得证. 


§4 c . 合理价值定价和对冲策略定价 . II . Markov 偿付函数情形 

1. 我们将假定偿付函数 / iv 有下列 “ Markov ” 形式： 仏=/(知)，其中/ =/⑷ 
为 x > 0 的某个非负函数. 

设 ~ 

々： mS N )(l + ( 1 ) 

为在时刻 n 的完善对冲5的资本，特别是， 


C(f N ; P) = XS = E[/(5,v)(l + r)~ N ]. ⑶ 

记 

n 

K(X)P) = J2 f^ 1 + + a T~ k )CnP k ^ - P) U ~ k - ⑶ 

fc =0 
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于是，由于 


JJ ( l + Pfc ) = (14 - 6) Ajv_a -(1 + ^ 严 - 打 )_(〜-△-) 


nKk^N 


其中 △„ = & + ... + 心，4 =警 r ^， 故 


⑷ 


E/ x JJ (1 + Pfc) = F N ^ n (x;p), 
V n<k^N I 


⑻ 


、-v irf ~ r _ d 

这里 P = T —— . 

o — a 

最后，考虑 


Sn = S n (1 + pk )， 

n < k^N 


⑹ 


由 （5) 我们得到下列结果 


定理 1. 在有 Markov 偿付函数仏 = f ( S N ) 的 C 兄 R - 模型中，完善对冲 5? 的资 
本# = ( X ^ N 由下列公式 确定： 


Xl = {l^r)^ N -^F N _ n {S n] p). 

特别是，期权的合理价格由下列公式 确定： 

C(/^;P) = ^ = (1 + r)~ N F N (So ； p). 

2. 我们现在转向完善对冲5? = {M) 的结构 问题. 

令 




/(5 0 (l + 6 ) x (l + a ) 


N-x 


于是根据上节中的定理2,在下列对于 


Mn 


X % f ( S N ) 


Bn 


Bn 


的表示式中 


M N = M 0 -{-J2 5 k ) (^-^ 


可料函数 


a \ 6) = Gn ^ A ^ p ), 


其中 


N-i 


G N -i(x;p) = 


k=0 


⑺ 


⑻ 


⑼ 


( 10 ) 


Sq (1 + a ) 


N fi ± b \ x+k+1 

[ iT^J 


- f [ S 0 ( l ^ a) N 


1 + 6 x X+fc 

1 + a J 


(ii) 


. 二叉树 （丑， 市场上的欧式期权 
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如果这里令 X = A ^ l9 那么考虑到等式 


Si 


1 


Sq {1 -h ( i ) 


t 


i ( 1 

1 + ci 


A 


以及记号 （3)， 由 （11) 得到， 




Bn 


[^^(5^1(1 + 6);p)- FN—U1 + a);p)] 


( 12 ) 


现在我们察觉，根据 §4 b 中的公式 （12) 和 (16), 


7 i 


a^Bi 


Si - 



Si-i(b — a) 


(13) 


由 （12) 和 （13) 我们求得 


li 


(1 + F N-i(Sj^i(i + ^) ； p) - i^-iCgj-iCi + °)\p) 


Si - 



(14) 


如同在 §4 b 中那样，记 


= Mi — 


liSj 


由策略开=(反％的自融资性 


. Bi-i + A7i - Si-i = 0. 


因此, 


Xti = A ^ i - i +7 i - i ^- i = 細 


而这就是说， 


7 T 


ft 


i -1 


liSi 


Bi 


Bi 


考虑到 （7) 和 （14)， 我们求得 


♦ v 

A 


Giv-i(Ai_i ； p)(l + r) 


Bn 


b 


a 


Bn 


+ b ); 扔 — + a ); p )]| 


1 + r 

V - 


(15) 


我们综述所得到的结果. 


定理 2 . 在有 /at = f ( S N ) 的 (7 凡 R - 模型中，完善对冲 7) 的成分及= 0 i) i<N 
和7 = 由公式 （14) 和 （15) 确定. 
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推论 1 . 可料函数瓦和孓只依赖于“过去的”值 5 i _ i ： 

推论 2. 设非负函数 / = f ( x ) 不减.那么由⑶和 （14) 得到，对于完善对冲 
元=(反7)，函数孓 > 0对于所有 i 彡 AT 成立. 

注.如果把量％的负性解释为卖空股票（即所谓 short - selling ), 那么推论2的 
结果意味着，在/( ㈣ 为非负函数的情形下，完善对冲是无卖空对冲. 

§4 d . 标准买入期权和标准卖出期权 

1. 对于标准的买入期权来说， 

/(Sn) = (Sn — K) + , 


其中 iV 为到期时刻 (maturity time ), M K 是执行价格 (strike price ). 在上节中得到 
的对于完善对冲的合理价格在这里自然可简化. 

根据 § 4 c 中的定义 （3), 

F n { S 0 -, p ) = ^0^(1 -，- fc max | o ， S 0 (l + a 广 K ^. ⑴ 

设 

为满足下列条件的最小 整数： 

为简单起见, 在 f N = [S N - K)+ 的情形下，记 C(f N] P ) 为 Qv 或 C ^ } , 如果 
需要强调对瓦的依赖性. 

如果於> iV ， 那么 F N ( S 0 ； p )=0, 因而，在这一情形下（参见 § 4 c 中的⑻),合 
理价格 Cw = 0,因为这时显然有知< X ，使得期权购买者不可能有任何收益，从而 
其价格为零. 

因此，我们将假定於 < 见于是 
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令 


1 + 

TT ^， 


⑷ 


■ • 

mN ； p) = y £ c NP k ( i ~p) N ~ k 


⑻ 


在这些记号下，我们得到下列 G . Cox , R . Ross 和 M . Rubinstein [82] 的结果. 

定理. 对于有偿付函数 f ( S N ) = ( S N - K ) + 的标准欧式期权，公平（合理）价格 


C N = S 0 M ( K 0 f N ; p ^- K ( l + r )- N M ( K 0 i N ; p ), 


其中 


Kq = 1 + In 


K 

S 0 (l + a) N 


In 


1 + G 

TT & 


如果私〉#，那么 Qv 

2. 由于 


{K ― Sn) + = (Sn — K) + — 5jv + -K", 


⑹ 


⑺ 


故对于卖出期权的合理 （公平） 价格，记为 PiV ， 由下列公式 确定： 

F N = E(l+r)~ N (K-S N )^ 

= C N ~ E (1 + r)~ N S N + 允(1 + r)_ N . 

这里句 1 + r )~ N S N = S 0 . 因此，下列所谓买入-卖出期权平价恒等式成立 


⑻ 


Fn = Cn - 5q + K(1 -hr) 


⑼ 


3 •假定 / = f(S N ) 为某个偿付函数，而1：妒 = B 0 E^~ 为相应的合理价格. 

Bn 

下列有意思的观察(参见例如， [121], [122]) 表明，正如对于偿付函数（知-幻 + 
的合理价格的值 C ^ } (K ^ 0) 那样，可用来求出对于别的偿付函数/的值 C ^ } . 

假定函数/ = /⑻ （ a ; > 0) 有一阶导数 f f ( x ) = JoV (办)，其中 M M 办）为 
( R + ,^( R + )) 上的（带符号的）有限测度.（如果函数/⑼存在“通常的”二阶导数， 


那么 fi ( dy ) 




于是直接可验证 


/卜)二 /⑼ + 打'⑼ + / ( a : - K ) + ii { dK ) 

Jo 


而这就是说， 



I ( Sn ) = /(0) 4 - SNf f (0) + / ( Sn — K) + fi(dK) ( P - a , s .). 
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取关于鞅测度的数学期望，我们求得 


E 


f(S N ) 


B 


N 


^ +昝/'⑼ 

^>N ^>0 



E 


(5 n - Ky 


o 


B 


N 


KdK\ 


因而，根据 § lb 中的公式 （6)， 

C 妒 =(1 + r )-， ⑼ + 5 0 /' ⑼ + 厂 C ^ fi ( dK ). (10) 

Jo 

我们察觉,如果 /⑻ = ( x ~ D +, I > 0,那么测度 fi ( dx ) 聚集在点上，即 
fi *( dK ) = 5 { K ^ } ( dx ), 并且正如早就期待的， 4 P == C ^ } . 

4. 公式⑹和⑼解决了买入期权和卖出期权的合 理价格求值的 问题.对于这 
些期权的发行者来说，更有实际意义的是计算完善对冲5 = (^7), 它可依靠上节公 
式 （15) 和 （14) 来引人对这些公式我们不作详细分析，而只限于对一个简单例子的 
讨论，其思想取自著作 [162]. (也参见 [443], 以及在本章开始考察的类似的说明性的 
例子 .） 

例.我们考察两种货币，比如 A 和] B . 设&是100单位货币 A 用货币] B 的单 
位来度量的价值,并且 n = 0和 1. 假定5。= 150,并期待在时刻 n = 1 价格可 
能变为180 (货币 A 的汇率上涨）或者90 (货币 A 的汇率下跌). 

记 


= ^ 0(1 + Pi ), (11) 

我们求得，内取两个值6和〜其中6 i 和 a = -1，分别对应货币 A 的汇率的上 
涨和下降. 

设 B 0 = l (按货币 ® 的单位）和 r = 0. 尤其是，（为简化计算）假定对银行账户 
的资金借贷都没有利息. 

设 AT = 1和 /(5 i ) - (5 i -兄)+，其中 K = 150 (©)，即火=150单位货币 ©. 
这样一来，当货币 A 的汇率上涨时，买入期权购买者得到180 - 150 = 30 (货币] B 单 
位).当其下跌时， /(5 i )=0. 

暂时还没有对 Pl = 6 和; ^ = a 的概率说什么.如果假定货币 A 的汇率上涨和 
下跌各以概率！发生，那么 Ef ( Si ) = 30 * ^ = 15,并且追溯到 Bernoulli 和 Huygens 
时代（参见例如， [186; 397-402 页])，这种期权所要求的自然支付为量 E /(5 i ) = 15单 
位货币 ®. 

然而，应该强调，这 一 值本质 上依赖 于关丁 • 概率 p == P(pi = 6) 和1 -]? = P(pi = 
a ) 的概率假定.如果 p = l 那么我们看到， E /(5 i ) = 15( B ). 但是如果那么 
值 E /(5 i ) 也随之改变. 

如果同时还考虑到在现实状况下， 实际上对精确的值 p 并无决定性的证据 ，那 
么变得明显的是，确定自然价格的经典途径不可能被认为是令人满意的. 
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在这一含义下，上述合理定价理论是在 P 可能是满足0 < p < 1的任意数的假 
定下来运作的，而用来（按经典模式）进行计算的值应该取值 


r — a 



在所考察的例子中， 


p 


0±1 

F + i 


2 

3 


若 TV = 1，则当 a =—鲁，& = i ，心 =尺=150时，对应的值 = K 0 ( a , b ，1; S 0 / K ) = 

1，因而，根据⑻， 


C x = S 0 p(l + b ) — Kp = S 0 pb = 150 • - * J = 20. 

3 5 

这样一来，购买者获得期权，必须支付等于20 (单位货币 ®) 的权利金 C l5 它现 
在可看作期权出售（发行）者的初 始资本 = 20 QB )， 并作为投 资者把 它投人市场. 

我们把资本 X 。表示为它（对于（私外市场）的通常 形式： X 。= /3 0 B 0 +7 o 5 o . 
如果认为 So = 1以及况)=150,那么资本不 ) =加 (®) 可记为形式 20 = 0 + ^-150. 

换句话说， A ) = 0, to = h 并把这个组合 (/3 o ,7 o ) 理解为:在货币 ® 的银行账户中 
存入0单位，而％ . S 。 =矗 . 150 = 20为可转换为货币 A 的20单位货币 R 

设发行者有可能（从货币 1 B 的银行账户中）贷出自然必须要归还的资金.那么 
初始资本=加 ㈤ 可能例如表示为这样的 形式 ： Xo = -30+ i -150 ? 它对应组合 
(/3o,7o) = (-30^), 意味着从银行账户贷出 30 单位货币 ®， 但发行者随即把 | . 150 
单位货币 ® 换成货币 A ， 得到 33.33 单位. 

假定，发行者作为所考察的（尽的-市场的投资者，选取组合（兔， 71 ) = (/5 0 , 70 ). 
我们考察这一组合在时刻 iV = 1给出什么的问题. 

由所作的假定， = B 0 = 1, 在银行账户中将有汍历= -30 单位货币 ®. 

如果发生货币 A “上涨”（“ 180® = 100 A ”)， 对发行者来说， 33.33 单位这种货币 
价值60单位货币 ®， 其中30单位用来归还银行账户.扣去30单位，发行者还有 
60 - 30 = 30单位货币 ®， 用来支付期权购买者，完全执行合约条件. 

如果发生货币 A “下跌”，那么 33.33 单位这种货币价值30单位货币 A ， 发行者 
把它归还给银行账户.对于期权购买者则什么也不用支付（他放弃了 !)，发行者完全 
“清账' 

所选择的组合 (/? i 7 x ) = (-30,|)可能显得有点人为.然而，正是上述理论导致 
这一价值. 

其实，根据 §4 c 中的公式（14)，完善对冲 71 = 71 (私）的“ 最优” 值由下列方式 
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来 计算: 


7i(^o) = 



Fq(S 0 (1 + 6);p)~ Fq(5q( 1+ a);p) 

So(b — a) 

f(So(l + 6)) - /(S 0 (l + g)) _ /(So(l + b)) 

So{b ~~ cl) So(b — a) 

(So(l^-b)-Ky b 1/5 1 

S 0 (b~ a) ^ b-~a = 1/5+ 2/5 = 3 


值 A = A ) 由下列条件来确定: 


Xq = (3 0 7o5o- 

由于 X 0 = 20, 7o = § 和私 = 150, 故负 = 汍 =-30, 也就是取上述值. 

由所引入的讨论来看很明显，期权购买者的纯收益 y (5 x ) (作为 X 给定 时的& 
的函数）由下列公式给定： 

V(Si) = (S 1 -K)^-C l , 

其图像表现在卞列 图上： 



当然，这里提出的问题自然是期权出售者有怎样的收益. 

不难看出，在上面所考察的例子中，无论是在货币 A “上涨”的情形下，还是在 
“下跌”的情形下，这一收益总是等于零.这就需要解释，为什么在金融市场上，谁会 
去发行类似的期权和其他衍生证券. 

其实，这涉及更为复杂的局面，其中首先是因为存在“经纪费用，，、“佣金”、“税 
收”等等，它们自然增加了上面已经计算的权利金的量值.例如，“佣金”可看作期权 
出售者的收益.然而，还需要注意到这样的情况，发行者（可能在一个短时期内 ）持有 
由权利金所汇集的补充资金，可用来使他的资本增值. 

还可提出这样的 问题: 为什么在金融市场上会存在和运用形形色色、五花八门 
的期权和其他衍生证券？ 

一种解释在于在市场上总是有些人在盘算汇率、股价等等或者下跌，或者上涨. 
由此就必定有人应运而生来利用这一局面.正是这样造就发行买人期权的发行者 
(为出现“牛市”时考量)，或者发行卖出期权的发行者（为出现“熊市”时考量),或者 
它们与其他衍生证券的组合配置的发行者. 
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§4 e , 基于期权的策略（组合，价差，配置） 

1. 在实际中，已知有各种各样的期权及其组合.在第一章 § lc 中，引进了某些期 
权的名称（“有后效期权”，“亚式期权”等等).由于许多期权的非同寻常和意味深长， 
都被称之为“特种期权 （exotic options )” （参见例如， [414]). 

我们也引入一系列基于各种 期权形 式的流行策略的名称和某些特征.通常这些 
策略可分为 两类： 组合和价差.它们之间的区别在于，组合由不 同种的 期权形式所构 
成，而价差是由 同一种 的期权形式所构成.（详情参见例如，[50]，其中也包含相应的 
计算信息以及反映金 融工程 问题的书目，这里所说的金融工程的重要工具就是所考 
察的基于期权的策略 

2. 组合 ( combinations ). 

跨骑 { straddle ) 是在同一种股票上有同样的执行价格 K 和到期时间 7 V 的买人 
期权与卖出期权的组合.对于这样的组合，购买者的盈亏函数 V ( S N )(= f ( S N )~ C N ) 
由下列公式来 确定： 

V ( S n ) = \ S n ~ K \^ C n . 

这个函数的图像表现在下列 图上： 



宽跨 ( strangle ) 是在同一种股票上有同样的到期日 AT 而有不同的执行价格 
和 K 2 的买人期权与卖出期权的组合.对于购买者的函数 V ( S N ) 的典型图像有下列 
样式： 



解析上，函数 V ( S N ) 可记为下列 形式： 

^( Sn ) = \ Sn ^ 2 \^( Sn > K2 ) + — Ki \ I ( Sn < K2 ) ― CjV - 
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斜跨 ( strap ) 是有同样的到期日 AT 但一般来说有不同的执行价格7^和欠 2 的 
一个卖出期权与两个买入期权的组合.如果 K x = K 2 ^ K , 那么函数 

秦 

V ( S N ) = 2\ S n - K \ I ( S n > K)-h |5 jv - K \ I ( S n < K ) ~ C N . 

在这一情形下，函数 V ( S N ) 的性态图形有“不对称” 特征： 



宽斜跨 ( strip ) 是有同样的到期日 AT 但一般来说有不同的执行价格和瓦 2 
的一个买人期权与两个卖出期权的组合.相应的函数 V(S N ) 有下列 形式： 

^(Sn) = l^iv — K2\I{Sn > K 2 ) + 2|SW - Ki\I(Sn < K) — C^v- 

_ 

函数 V(S N ) 的图形在下图中 画出： 



3. 价差 （ spreads ). 

“牛市”价差是由购买有执行价格的买入期权和出售有（较高的）执行价格 
K 2 >K x 的买入期权所构成的策略.在这一情形下， 

V(S N ) = 1^2 - Ki\I(S n > K 2 ) + \S N - K^I^i < S N < K 2 ) - Cat, 


其函数图像有下列 样式: 
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当投资者预料（比如股票）价格上扬时，为限制自己的亏损量，他们就会适当地 
投向“牛市”价差.然而，这一组合也限制了盈余量. 

“熊市”价差 是由出售有执行价格圮的买人期权和购买有 （较高的） 执行价格 
k 2 > k x 的买入期权所构成的策略.对于这一组合， 

V(S N ) = -IA - K^IiSN^^ + lSN- <S N < K 2 )^C N , 

相应的图像有下列样式： 



当投资者预料（比如股票）价格下跌，同时,又力求限制可能在价格上扬时所产 
生的亏损量时，投向类似的组合就很有意义. 

关于其他形式的价差配置参见 [50] 中的 §24. 

4. 除了上述的标准（买人和卖出）期权的组合以外，在证券市场上还会遇到其 
他各种配置，例如由同时购买期权（作为衍生证券）和股票（作为基本证券）所构成 
的策略.当投资者为防范股票价格低于一定水平时的风险时，就会采用类似的策略. 
如果发生这种下跌，那么持有卖出期权的投资者就可按较高的（执行)价格拋出股票， 
而不受（较低的）现价所影响.（参见 [50] 中的 §22.) 

5 . 二叉树 （ 5 , 市场上的美式期权 

§5 a . 关于美式期权的定价问题 

1. 在考察美式期权时，“定价理论”的基本问题（无论是离散时间情形下，还是 
连续时间情形下）归结如下： 
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⑴带给定的偿付函数的期权合约有怎样的合理（公平互利）价格； 

(ii) 期权购买者有怎样的合理提交执行时刻； 

(iii) 期权出售者为确保满足合约条件有怎样的最优对冲策略. 

本节致力于 离散时 间情形下的美式期权定价，主要关注前两类问题 ⑺ 和 （ ii). 
在原理上，有关问题 （ iii) 的求出对冲策略的解答将在 §2c 的定理 2 和 3 中给出. 

2. 我们将保持在 §4 b 中描述的 （ B ， S )- 市场的 CM - 模型，即假定 AB n = rB n — u 
△Sn = PnSn - 1 , 其中/ > = ( Pn ) 为有 P ( p n = ^) = p , P ( p n = a ) = q 的独立同分布随机 
变量序列， M — l < a < r < b , p -\- q = l ,0< p < l . 

在本质上用来简化今后的数学分析的补充假定在于取某个 A > 1，使得 

b = X — 1 和 a — A -1 — 1. ⑴ 

尤其是,取代确定价格值 5^ (n > 1) 演变的两个参数 a 和 6, 我们将假定只有 
一个参数 A ， 而 a 和6则由公式⑴来求得. 

于是，显然有 


S n = S 0 X £l ^ e ^ ( 2 ) 

其中 P(G = 1) = P(pi =b)=p, P( £i = -1) = P( Pi = a) = g. (参见第二章 § le .) 

如果还假定， ^ 属于集合五 ={ A fc ，fc = 0,土1，...}，那么我们看到，对于任何 
n > 1，状态&将属于同一个集合五. 

有 SoeE 并用关系式⑵来描述的序列5 = (S n ) n>0 通常称为（比较第二章 
§ lc ) 关于状态集合五= { A fc ， & = 0, 士1， ...} 的几何随机游走. 

设 z €五而 h 表示序列 (5 n ) n ^ 0 关于测度 P 的概率分布，其中假定% 
P x = Law (( S , n ) n ^ 0 I P ,5 0 = x ). 

对应随机过程理论的标准术语，可以说，所考察的有概率族 Pa (：r €五）的序列 
s==z ( S n ) n ^ 0 形成齐次 AfarA : ⑽随机游走，或者（离散时间)齐次 Markov 过程. 

设: T 为一步转移算子，即，对于定义在 E 上向函数0 = 咖)，有 

t 9 ( x ) = E x g ( Si ), x e E ， (3) 

其中巳是关于测度 Pa 的均值. 

在所考察的情形 （2) 中， 

T ff ( x ) = Pff (^) - h ( l - p)g (^~y ⑷ 

3. 用 CRiZ - 模型描述的 （ S ， S )- 市场既是无套利的，又是完全的，这时，唯一的鞅 
测度是如下定义的测度民 

P(£i = 1) = P(pi = b) = 7 - — P(ei ― —1) = P{p i = a) = -~ 

0 — a 6 — a 
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(参见例如，第五章中的 §1(1.) 

根据第五章中所叙述的“无套利-鞅”的思路，所有概率计算不应对于原来的测 
度 P 来进 P ， 而是必须关于测度 P 来进行.为了不引人新的记号，从一开始我们就 
假定， P - P , 而这就是说， 

⑻ 


r 


b — r 


P 


b — a 


Q 


b 


a 


考虑到假定 （ 1 )， 我们求得， 


a 


X 


A 


a 


l 


P 


A - A - 1 


q 


A-A - 15 


⑹ 


其中 a = (1 + r ) _1 . 

设 / = (/ o , A ， …） 为偿付函数系，它们通常给定在渗透概率空间⑴，多，(久)吣0, 
P )， 多 0 = {0， Q }_ 

对应于 §2 a , 我们将以 OTf 表示所有满足 n ^ r ^ N 的停时的类；以表示 
所有满足 r ^ n 的停时的类. 

在美式期权情形下，期权购买者有可能独立选择执行时刻 T ， 并使他获得偿付为 
U . 如果假定，合约在时刻 n = 0签定，而其 终止日 为时刻 n = N , 那么可以说，美式 
期权购买者有可能在类®^中选择任何时刻 r 来作为合约终止运作的时刻.这时， 
当然，期权出售者必须在其运作中，考虑对他来说，既由于购买者所选择的时刻 T ， 又 
(在不完全市场上）由可能的鞅测度之一所作的“大自然”的选择，所造成的 最不利 
的可能性.因此，对应 § la ， 在构成美式期权的出售者的策略时，自然要掌握实现“美 
式对冲”的策略. 

我们所考察的（私斗市场是完全的，并且对于美式对冲的上价格（参见 §2 c 中 
的⑻） 

Civ (/； P ) = inf { y : 3 ?r 使得 = y , X ^ f T ( P - a . s.),Vr G (7) 

它自然被认为是美式期权的价格，并且下列公式成立（参见§此中的 (19)): 

Cat (/； P )= sup (8) 

我们记得，这里 E 是按（鞅）测度 P 的均值. 

4. 在上面引进的叙述中，也给出了期 权出售者在怎样的条件下怎样做才 能满足 
合约条件的基本观念. 

由美式对冲的一般理论（第2节）得到，用公式⑻所确定的期权合约的价格 
(权利金） ^(/ jP ) 就是那个出售者还有可能满足该合约条件 的最低可接受 价格. 

期权的购买者也在这一含义下，把价格 C N ( f ; P ) 理解为对于交易双方互利的价 
格.这时，根据一般理论，期权出售者能这样来形成自己的对冲策略? f ， 使得它的资 
本 xf 对于任何 T e 都不小于 / T . 
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现在考察这样的 问题: 作为购买者， 他同意合约的价格等于 C ^(/; P ), 必定以最 
自然的方式来选取合约停止运作的时刻，或者干脆说，把期权提交执行的时刻. 

很明显，如果购买者在满足 A 的时刻 C 终止合约的运作，那么这就为出 
售者在满足向购买者 支付久 的合约条件同时，带来纯收益 XI - U . 因此，购买者 
应该选取使得 Xj = f a 的时刻 cr . 这样的时刻实际上是存 在的， 而正如 §2 c 的定理 
4得到，它就是在下列最优停时问题求解结果中得到的时刻# : ^ 

sup 邮 会”. ⑼ 

refXflo 

5 •由⑻可见，求出价格 Civ (/； P ) 归结为求解随机序列 foJir - Jn 的最优 
停时问题. 

在 §§5 b ， c 中，将基本上遵照著作 [443] ,考察分别有函数 /„ = (&- 尺)+和 
f n = {K — Sn ) (以及略微一般的函数 /„ = P n ( S n - K ) + 和九 = (3 n ( K - &)+) 的 
标准买入期权和标准卖出期权.取代序列 S =氏)^ 0 的 “ Markov 性质”，这一函数 
U 的特殊结构可用来求解所考察的最优停时问题，它将在以后用来作为 §2 a 第5点 
中描述的最优停时法则理论的 “ Markov 文本”. 

§5 b . 标准买入期权定价 

1. 假设我们考察标准买人期权，其在时刻 n 的偿付函数为 

fn ( x ) = I 3 n ( x - K ) + , xeE , (1) 

其中 0</3< 1， E = {x = : /: = 0, 士1， .. • }， 入 > 1. 

对于0彡 n 彡 iV ， 记 

V ^( x )= sup E x ( af 3 Y ( S T - K )^ , (2) 

其中 S N+k = S n X £ ^ + - +£ ^ k , S n =- x . 

注意到以下这点是有 益的： 

V ， ㈤ = («_、)， ⑶ 

并且对应 § 5 a 中的⑻，我们感兴趣的价格（在假定 S 。 = $下） 

C N ( f ； P ) = V 0 N ( x ). ⑷ 

. 根据 §2 a 中的定理3及其有关的注， 


V 0 N (x) - Q N g(x), 


⑻ 
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其中 P ( X ) = { x - K ) + 以及 


Qg(x) = max(g(x) y a^Tg(x)). ⑹ 

这时，在类 SC 中， 记为丁 f 的最优时刻存在，并可取为下列 形式： 

min {0 ^n^N: V 0 N ~ n (S n ) = g(S n )}. ⑺ 

如果记 

% 

D^ = {xeE:V 0 N ~ n (x)=g(x)} 

^{xeE: V^(x) = (af3rg(x)h ⑻ 

那么我们看到 

= min {0 ( n $ N : S n e D ^}. ( 9 ) 

这样一来，有了 “停止区域”序列为 

CD^ C--CD^ = E, ( 10 ) 

以及“观察延续区域”序列为 

C 0 N 2Cf 2. ， .2 成 =0 (11) 

以后， 其中 cmDt , 可以把买人期权关于终止运作期权合约的法则陈述如下. 

如果洗 e 1 ^， 那么淖 = 0 ;换句话说，购买者应该立即同意所提出的偿付函 
数 ( S 0 - iO +- 

如果 S 0 eC ^ = E \ D ^, 这是典型局面，那么购买者期待下一个值 S ^， 并依据 
还是氏€ ( 7 严来作 决策： 取 rf = 1 还是 rf > 1 ，如此等等. 

在当前所考察的标准买入期权的情形下，不难以定性方式描述集合和 Cf 
的结构， O ^ n ^ N ; 尤其是，描述购买者选择期权提交执行时刻的法则. 

2 .由（ 4 )- ( 7 ) 可见，求出函数和时刻#归结为对于/ 1 = 1 ， 2 ，...，#，求 
函数序列 V 0 n (x) = Q n g(x). 

根据假定 ，0 < /? < 1 . 我们指出 ， mm (3 = i 可用初等方式来考察. 

事实上，由于序列 (a n S n ) n ^o 关于任何测度 Po ； Or € 五 ) 为鞅，故 (a n (S n ~K)) n>0 
将是 下鞅， 并且由 Jensen 不等式，对于凸函数 ar 〜 $ + ， 序列 (a n (S n — 欠)+)@0 也 
是下軟. 

也就是 说， 根据 Doob 停止定理(第五章 § 3 a )， 对于任何 Markov 时刻 

E x a T ( S r - 1 ) + < E x a N (Sn - 1 ) + . ( 12 ) 


由此直接得到，在最优停时问题 
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“ sup E x a r (S r - AT)+” 

中，可取最优停时 T # = AT ， 而这就是说，如果& =凡那么 

Civ(/ ； P) = V 0 N (x) = E x a N (S N - K) + . (13) 

这样一来，（按某种解释方式）下列 R. Merton [346] 的结果成立： 

如果折现因子= 1，那么标准美式期权和标准欧式期权“重合 . 

这时，对应的值按 §4d 的公式⑹来确定. 

3. 现在考察更有意义的 (K< /? < 1 的情形. 

定理 1. 对于每个 AT 彡 0, 存在数列 eEU { 0 }, 使得 

D n {x e E ： X e [x^,oo)}, 

= { xeE ： xe (0, x^)h 

以及 

Tq = min{0 N: S n e D^} = min{0 ( n < N: S n e [x^, oo)}. 


这时， 


^ ^ X N —1 ^ * * * ^ , 


( 14 ) 


以及 


Vo N (x) 





合理价格 C N ( f ; P ) = V ^(5 0 ). 


xeD^ = [x^,oo), 

o^KO，<). 


( 15 ) 


证明. 为简化计算，我们将设 K ^ 1,并逐次考察 AT = 1，2,…，对于 n < iV 来 
分析 Q n g ( x ). , , 

设 AT = 1 以及起点 x = 1, l ( J , x = A°. 根据 §5a 中的公式⑷，对于函数 
9 ( x ) = ( x - l )+ 我们求得 （考- 到假定 A >1) 


r 5( i ) = pg (入 )+ (1 - p ) g (^~ 1 ) = p(A - l ) > 0, # 

<5分(1) = max (^( l ), a /3 Tg ( l )) = max (0, a /3 p(A - 1)) = a /3 p(X - 1) > 0. 

因此，运用算子 Q 使 = 咖) 在 z = 1 的值“提升，，到值 Qg ( l ) = a (3 p {\ - 1). 
由类似的方式我们求得 

= P ( A 2 - 1)， Qg {\) = (A - l)max 二 ) … 
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由此可见，如果那么运用算子 Q 不改变 5( A ) = A - 1的值.但是如 

A — Of 

果/3> 那么算子 Q 把 〆 A ) = A — 1 “提升” 为值/3(入 - a ) (> A -1). 

现在设1 = A fc ，& > 1. 在这一情形下， 

Tg ( X k ) = X k a~ l - 1, Qg ( X k ) = max ( A fc — 1， /3( A fc - a )). 

我们察觉， • 


Qg { X k ) = g ( X k ) ^ A fc - 1 ^ (3{ X k - a ) X k (l - ^ 1 - a /3. (16) 


由于 


A fc (l -/3)^1- a /3 => A fc+1 (l - ^ 1 - a /3, 


故 


Qff ( 入 k ) = P(A fe ) Qg(A k+1 ) = g(X k ^), 

它可以用下列方式来解释：如果 A fc 6埒，那么点 A fc +\ A fc +2 , …也属于辟. 

由 （16) 得到，对于充分大的/:，值 A fc 显然属于£>占. 

设4 = min{x e E ： Qg { x ) = g { x )}. 于是由所述得到 H oo ) g 辟.尤其是，可 
断定， [ xJ , oo ) = 

其实，我们考察点 x = X k , k ^ -1. 于是 Tg ( x ) = 0, Qg { x ) = 0,因而,既作为在 
这些点上的瞬时停止，又作为观察（一步）延续，使得它们全都只有零收益.从而，点 
x = X k ( k ^ -1) 可进入观察延续区域 Co 1 . 显然属于在这一区域的有 x =入 0 = 1和 
那些满足 A fc < 4的有灸> 1的点 z = V . 

这样，如果 AT = 1，那么 


r i = 1 0,当 e « oo )， 

T ° = \ 1,当 S 0 G (0, xJ ). 

用类似的方式逐次考# iV = 2,3,…，其中仅有的差别在于，如果说前面研究的是算 
子 Q 怎样“提升” g { x \ 那么现在需要把这个函数取代为研究函数咖⑷， QMx )， …， 
其中每一个都如同沒 = y(x) 一 样都是下凸的（参见下面的图 58) ，并且对于充分大的 
x 重合于 g ( x ). 由这些性质得到，对于每个 iV ， 可求得 a ；。 使得把= [^, oo ). 

我们不拘泥于这一并不复杂的分析的细节，而是只注意到，在 iV = 2的情形下， 
立即明显有 Df = £)占，而这就是说 ， xf = xj . 考察集合 Dq — { x : Q 2 g ( x ) = g ( x )}= 
{ x ： g ( x ) > TQg ( x )} 表明，存在值蝽使得 [ xloo ) = Dl 这时 ， 0 = ^ ^ xl 

而 # 有下列结构： 


0，当 5 0 €[ x 2, oo ), 

T o = % 1) 当 < S。G (0, a ： o ), Si G [ a ^， oo ), 
2，当 S 0 e ( o 1 x 2 0 ) 1 s 1 e ( o , x 2 1 ). 






•590* 第六章随机金融模型中的定价理论.离散时间 


下面引进的图 57 和图 5 8给出“停止区域”（乃。和“观察延续区域” （ C ，） 的 
直观表示，同时还有关于函数 V 0 N ( x ) = Q N g { x ) 的样式的直观表示. 



图 57 买人期权.停止区域项= [ x ^, oo ), D ^ = [<， oo ), …，邱= [0,00), 以及观察延续区域 
C # = (0, <)， Cf = (0,0,. ■. ，= 0•轨线（5 0 ,屯为，…）由时刻 < 处的观察延续区域导出 



图 58 对于有偿付函数焱= P n g ( x ) (0 < /3 < 1, 0 ^ n ^ AT , A > 1) 的离散买人期权的函数 
9 ( x ) = ( a : - 1)+ 和 V ^ a :) = Q N g { x ) 的图像 

4. 正如上面的叙述所得到，在& = z 的情形下，求出合理价格 C ^(/; P ) 归结 
为求出函数 V 0 N ( x ) = Q N g ( x ), 它可运用下列等式以递推方式来进行 i 十算： 

Q n 9(^) = max ( Q n ~ 1 g ( x) J af 3 TQ n ~ 1 g ( x )) 

= max ( p ( x )， a /? r <3 re -»). (17) 

(参见 [441;2.2_1]_) 

显然， Vo N ( x ) ^ V 0 N +1 ( x ), 因而，存在 

y *( x ) = Jim V 0 N ( x ). 

N—^oo 


( 18 ) 
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根据第五章 §6 a 中的定理4,函数= V *( x ) 是函数 2 = g ( x ) 的最小 a /3- 超过优 
函数，目卩， V * = y *( x ) 是有下列性质的函数 C / = U ( x ) 中的最 小者： C /( x ) > g ( a :) 和 
U { x )^ { ap ) TU { x ). 这时 ， P = V *( x ) 满足由 （17) 和 （18) 所导出的方程 •- 

V*(x) = max ( 5 ( x )， (a/3)TV*(x)). (19) 

由同样的定理，函数 V ( x ) 无非就是在类 97 lg ° = {r = t ( uj ) : 0 ^ t ( cj ) < oo , o ; G 
n } 中的下列最优停时问题中的解： 

V*(x)= sup E x (a0y 9 (S T ). (20) 

reang 0 

函数 F * = V*(x) 的值也在下列视角下有 意义: V*(So) 同时还是合理价格 的值: 

Coc (/ ; P ) = inf { y ： 37 T , 使得 p T g { S T )We (21) 

其中偿付函数系 / = ( fnU 0 为 

f n (x)=p n (x~K)+, (22) 

并假定购买者可运用集合抓8°中的任何时刻 r 选为停时.（这个断言的证明类似于 
§ lc 中的定理证明 .） 

考察执行时间在集合3718°中、而不是在带某个有限的 iV 的97^中的期权从 
实际的视角来看可能意义不大.然而，应该注意到，具有折现因子0 < /? < 1不允许 
有对应的“太大的”最优停时.同时，型为 （20) 的问题的解析解，比起有有限 AT 的 
问题的解来，大大简化,并且对于充分大的 AT ， 函数 V ^( x ) 至少也可推想为对于函数 
V 0 N (x) 的值的近似. 

5. 我们转向求出函数 V *( x ), 正如我们所知，它满足方程 （19). 

我们察觉，叫# 2 K + 1 ， 而这意味着< < < +1 .因此，存在 
且由（19)，所求的函数 V *( x ) 必定有下列 形式： 

V ^ x ) = { g ^ (23) 

\(a(3)TV*(x), x < x *. ^ } 

我们强调，这里无论是“边界”点: r *， 还是函数 V *( x ) 本身，都未知，以至它们都必 

须确定.类似类型的问题属于“自由边界问题”，或者说，它们还被称为 “Stephan 问 
题”（例如， [441]). 

一般来说,问题（ 23 )的解 { x \ V ^{ x )) 可能不唯一，为了分离出“正确的”解，可 
能需要补充条件.下面指出，由怎样的考虑来求出这些补充条件. 

记 C * = (0， x *) 和 = [x\oo). 于是在区域 C * 中，函数 V*(x) 满足方程 


( p ( x ) = a ( 3 T ( p { x ), 


(24) 
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BP ， 由 §5 a 中的（4)，方程 


ip { x ) = af 3 ^ pcp ( Xx ) + (1 -咖 (■)] • 


(25) 


根据有限差分方程的一般理论（参见 [174]), 这一方程的解应该具有形式 ip ( x ) 




据此，我们求得， 7 必定是下列方程 的根: 


1 = /3[ apA 7 + a(l — p ) A -7 ]. 


(26) 


我们记得 ， P 


r — a 


b — a 


第五章§切中的⑷) 


,6- A - l,a = A - 1 - l . 这时， p 由下列条件来确定（参见 

E^ = l , ^ 

1 + r 


它无非就是关系式 


aAp - f - a(l — p ) A _1 


(27) 


比较 （26) 和 （27) 可见，如果/?=1,那么方程 （26) 有一个根 71 = 1 和第二个根 


72， 使得 

A 72 = 1 ~ P . 
Ap 

由于 

1 —p aX — 1 


Xp A — a 

故 72 < 0 . 



(28) 


< 1 


这样，如果/? = 1，那么方程 （26) 的一般解有下列形式 


(f(x) = C\X + c 2 x 72 , 


(29) 


其中 72 < 0 . 

根据所考察的问题的含义，所求函数 V ^{ x ) 必定是非负不减函数.由此得到， 


C 2 = 0. 因此, 



X ^ X*, 
X < x* y 


(30) 


其中 V 和 Cl 待定. 

由序列 ( a n ( S n - 1)+)❿ 0 关于任何测度& (尤 e 丑）的下鞅性质，导出 f = oo , 
因为在/? = 1 的情形下，对于每个点 x > 1 ， 


aTg ( x ) > g { x ), 

_ 

而这就是说，显然，“至少有一个观察比立即停止更有利 

又，在 （30) 中常数 Cl 彡1，因为如果假定 Cl < 1,那么将得到/ < oo . 
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另一方面，常数 Ci 不可能大于1;这是由（补充）性质： V *( x ) 必定是函数 〆 
的最小 a - 超过优函数，而在函数 V *( x ) = Cl x ( Cl > 1) 的类中，这样的函数显然是有 
值 Cl = 1的函数. 

这样一来，在/? = 1和贞 re ) = ( x ~ 1) +的情形下， 


V *( x ) = sup E x a T g ( S T ) = x , 

re9Jt°° 

并且最优停时（在类中）不存在.然而，我们注意到，对于每个 e > 0以及任何 
xeE 可求得有限的停时 

^ e ， 使得 

^ x ^ TxtS g { S T ^ e ) ^ V *{ x ) -£. 

(详情参见 [441; 第 III 章 

6. 现在设 0 < /3 < 1. 在这一情形下，方程 （26) 有两个根71 > 1和72 < 0,使 
得作为二次方程 

V = P [ apy 2 a(l ~ p )] (31) 

的根来确定的量 yi = A 71 和 2/2 = A 72 有下列形式： 



其中 = ( a /3 p )~ l , B = (1 — p ) p - 1 . ' 

这样一来，如果0 < 0 < 1，那么方程 （25) 的一般解 ^(0：) 可表示为下列 形式: 


( f ( x ) = CiX 71 + C2X 72 • 


(33) 


同理,在/? = 1的情形下，这里的常数 c 2 等于零，并且由 （23) 得到，所求的函数 


F *( x ) 


X — 1 } X ^ 
c * x 71 , X < X* 


(34) 


其中/和 C * 为待定常数.（参见后面的公式(40)-(43).) 

为求出未知值/和 c *， 我们利用下列 事实： 所求函数 V *( x ) 必定是函数 〆 a ;) = 

(x - 1) + (x G E ) 的最小 a /3- 超过优函数. 

下列讨论表明，怎样在函数 


—) = fc:’ . ■ ㈣ 

(其中 2：，无 G 五， 5 > 0和 71 > 1) 的类中求出分 ⑻ = ( X ~ 1) +的 最小优函数. （当 然， 
然后需要断定，这样求得的函数是 a /?- 超过函数 .） 
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为此，我们察觉，对于充分大的函数 < Pc ( x ) = cx ^ 显然对于所有 XGE 大于 
函数 g { x ). 因此，由 （35), 怎样在函数 V ^ x ) 中求出 g ( x ) 的最小优函数就变得很 
明显. 

我们取充分大的5使得它对于所有 xeE , 明显有 < p ^( x )> g ( x ), 然后开始减小 
c , 直至值&，使得函数伽⑷在某个点， 比如环 与函数 〆 : r ) “相遇”. 

由函数 ^ Pz ( x ) (x G E ) 的凸性，原贝! ] 上可能还存在一个点恥€五，使得无 2 > 巧， 
且 <^ 1 (^ 2 ) = 9 ( x2 )- 

在我们所考察的情形下，相空间 E = {x = X k ,k = 0,± l y --} 离散.然而，如果 
认为 ， A = 1 + △， △ > 0,并且 △ 很小，那么点 巧和而 之间的距离也将很小，尤其 
是当△丨0时，这两个点将“粘合”为一个点，比如瓦 

显然，这个点2无非就是集合 （0, oo ) 中的这样 的值: 它使得函数 if Z { x ) = ^ 
对某个？与函数 g ( x ) = { x ~ 1) + {x € (0, oo )) 在此相切. 

如上所述，很明显,？和 J 由下列两个方程的方程组来 确定： 


d(p^{x) 

dx 


<Pc(x) = g { x ), 

= dg { x ) 
dx 




(36) 

(37) 


由此求得 
这时显然有函数 



C 


( Ti - I ) 71-1 



rr > 5, 
x < x ^ 


(38) 


(39) 


将对于充分小的 △ > 0给出形为 （35) 的函数中的最小函数的良好逼近.（比较第8 
章 §2 a 中的 (37).) 


注. 特别要注意“光滑粘合”条件（37)，它在上述讨论中的出现是完全自然的. 
在最优停时问题中，这个条件经常起着用来分离出“需要的”解的补充条件的作用. 
(参见 [441] 和以后的第八章 .） 

上述求出最小优函数的定性方法在更为细致的分析下，导出（参见 [443]) 下列 
对于参数 无和 5的“最优”值: r * 和 c *， 其中相应的函数 V *( x ) = V c ^( x ; x *) 不仅是 
g { x ) 的最小优函数，并且也是 a /?- 超过 函数： 


其中 


c* =min(ci,C2), 


(40) 


c { = ( A ^ log ^ - l ) A ~ 7 l f log ^, (41) 

4 = - !) A -7i[iog A 到一 71 ( 42 ) 
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以及 


f Ak 司， 

1 ^[ log ^^ I +1^ 


当 c * = 

当 c * = C ;， 


(43) 


m 为数 y 的整数部分，而 X 在 （38) 中定义). 

所求得的函数 V \ x ) 对于 : c < x * 的超过性质对于 x < x * 显然，因为对 
于这些值，按该函数结构的本身， apTV ^{ x ) = V *( x ). 如果 : c > x *, 那么不等式 
a (3 TV ^{ x ) < V *( x ) 可通过考虑(40)-(43)和对于满足 V *( x ) = x-l 的这些函数值 
x 直接验证来确立. 


7. 根据 §2 a 中的定理4,所求得的函数 V *( x ) 恰好是 sup 这 

reang ° 

时，时刻 


r * = inf { n : V *( S n ) = g ( S n )} = ini { n : S n ^ x *} 

将是最优停时，只要 P x { t * < oo ) = l , xeE . 

显然， 


Px ( t * > N ) = P x ( maxS n < 

\ n^N J 

=P x ^ 0 ma^A £l+ " +e " , (44) 

并且由于 P(ei = 1) = p , P{ei = -1) = g , 故当 p > g 时，右端的概率当 N — oo 时趋 
向于零. 

由（5)，不等式等价于 


r > 


a + b 
2 



考虑到 6 = A — 1和 a = A - 1 
只要 


- 1，我们求得, P x ( r * < oo )- l 对于任何 : c < ?成立， 


r ^ 


A + A - 1 


(46) 


如果 z 彡 z *, 那么也有无条件 （46) 时的概率 P x ( t * =0) = 1. 
总之，我们导得下列结果. 


定理2•设0 < /? < 1，且条件 （46) 满足. 

对于有偿付函数九= ^(5 n - l ) + ( n ^ O ) 的美式买入期权的合理价格亡沉⑺ P ) 
由下列公式 确定： 

Coc(/ ； P) = F*(^o), 


V ^( So ) = 



So 彡 x * ， 
S 0 < x \ 


其中 
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而常数 c* 和按照公式 （ 40)-(43) 来求得.期权提交执行的最优时刻 t* = inf{n: 
S n ^ x *}. 这时， 

V*(So) = Es 0 (ap) Tm (S T ^-l) + . 

§5 c . 标准卖出期权定价 

1. 对于标准卖出期权，偿付函数有下列 形式： 

f n (y)=(3 n (K-y) + , x € E, (1) 

其中 0 < /3 < 1 ， E = {y — X k : /: = 0, 士 1，… }，A > 1. 

类似于上节中的记号，我们将令 

V^{y)^ sup E y (apr(K - S T ) + , (2) 

rewi^ 

v*(y)= sup E y {a0Y{K - S r ) + . ⑶ 

rGfmg 0 

计算这些量的意义在于 

V 0 N (y) = C N (f;P), y = S 0 , ⑷ 


以及 

^*iy) = Coo(/; p)j y = ^ o , (5) 

芒中 对于有用公式 （1) 来定义的 /n = fn ( y ) 的函数系/ = (/ n )^ 0 的 ^ V (/ ; P ) 和 
Coc (/; P ), 分别由 §5 a 中的公式⑺和 §5 b 中的公式 （21) 来确定. 

定理 1. 对于每个 iv ^ 0, 存在在 E U {+ oo } 中取值的序列 it 
得 


以及 


这时， 


以及 


= { yeE : ye ( y ^< x >)}, 

Tq = min{0 < n 彡 iV : 5 n e D^} 

=min{0 ^n^N: S n € (0,y^]}- 

Vo 彡…彡 yh ^Vn = °°i 

Y n ( v ) — / y G Dq = ( O ,^], 

° W ~lQ^(y), yeC 0 N = (y^,oo). 


⑹ 

⑺ 


⑻ 


⑼ 
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合理价格 C N ( f ] P ) = V 0 N ( So ). 

证明. 类似于 §5 b 中引入的对于买人期权情形下的证明，并且基于对于点 y€E 
的集合的分析，其中集合是在算子^的作用下， “ 提升”函数以 y ) 时产生的. 

这时注意到下列这点是有 益的： 在算子 Q 的作用下，呈现 9 ( 2 /) 在点 2 / =欠处 
“登峰”（上面为简单起见，令尺= 1 )，而 Qg ( y ) = g ( y ) = 0 对于 y > K 成立.因此， 
这些值 yeE 既可置于观察停止区域，也可置于观察延续区域.公式⑹和⑺表明, 
这样的点被放入观察延续区域. 

2 . 我们考察求函数 V *( y ) (= lim 1 ^(?/)), 值 y * = lim yf 和最优时刻 

\ N—^oo / 

的问题： 

V *( y ) = E y ( a / 3 )^(K - , (10) 

为了简单，再次令允 = 1 . 

记= (^^ oo ), D * = (0 ) 2 /*].正如在 §5 b 中那样，我们求得，函数 V *( y ) 在区 
域 C * 中是下列方程 的解： 

( f ( y ) = a /3 \^ pip {\ y ) + (1 - p)tp (!)]. 

这个方程的一般解有形式为 c iy ^ + c 2 y ^, 其中 7l > 1和 72 < 0 (参见 §5 b 中的 
(31)， （32)). 



图 59 卖出 期权. 停止区域砂= ( o ，<]，... = ( o ， U ， i ^ = (0, oo )， 以及观察延续区 

域從= ， C#_i = ( y ^ oc ),^ -0. 轨线 ( S 0 j S u S 2,---) 在时刻 < 走出观察延 
续区域 

由于 V ^( y ) < 1 ，故 Cl = 0 ,而这就是说，函数 V *( y ) 应该在函数 

y>y 


Vciy^y) = 



(ii) 
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图60对于有偿付函数/„ = ( 3 n g ( x ) (0 < /? ^ 1, 0 < n < AT , A > 1) 的卖出期权的函数 3 ( 2 /) = 
(1 一 2 /)+ 和 V ^( y ) = Q N g ( y ) 的图像 


的类中，其中参数5和歹的“最优”值 c * 和 2/* 必定由上面 （§5 b 第6点）提到的下 
述补充考虑来确定： V *( y ) = V c * ( y ; y *) 必须是 〆 y ) = (1 — y ) + 的最小 a /3 -超过优 
函数. 

遵循 §5 b 中叙述的（对小 △ = 1 — A > 0) 求（对于参数 c * 和 y * 的）近似值 c 和 
y , 我们求得，它们必须由下列两个方程的方程组来 确定： 


d ^ c ( y ) 

dy 


^ pz { y ) = 

= dg { y ) 
y = y + d y 


( 12 ) 


y=y 


求解这个方程组，我们得到 


72 


72 


|72| 卜 1 

72 — 1||72-1| 


(13) 


借助于在“极限”模式 （ A 以）下得到的值 y 和？，可给出对于量 y * 和 c * 的公 
式（参见[443])，并且在原来的“极限前 ” （A > 1) 模 式下： 


min ( c :， c ;)， 


(14) 


其中 


以及 


c * = (1 _ A[ log A 玥） A — 72 [ logA 玥， 

= (1 一 入 [logA 玥+ 1)入一 ％[logA 5]-72 


(15) 

(16) 


A[ 1 o Sa 玥， 

入 [logj+l 


当 c * = cj ， 
当 c * = c ;. 


(17) 


函数 〆 2/) = (1 - 2/)+ 的最小优函数 V * ⑼的超过性质可通过直接验证来确立. 
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最后，我们察觉，条件 


r ^ 


a + b 
2 


A + A - 1 
~~ 2 ~ 


(18) 


(比较 §5 b 中的 (45)) 确保性质 P y ( r * < oo )^ l ( yeE ) 对于时刻 T * = inf { n : S n 彡 
2/*} 成立. （如果 y < y *， 那么 P y { r * =0) = 1.) * 

因此，在条件 （14) 满足时，时刻 f 在下列含义下 最优： 性质 （10) 对于所有 
y e E 满足. 


定理2.设0 < /? < 1以及条件 （18) 满足. 

对于有偿付函数/„ =，(1 — &)+ ( n >0) 的美式卖出期权的合理价格 £〜(//) 
由下列公式来 确定： 


C 00 (f;P) = V^Sol 


(19) 


其中 





5 0 < y \ 
Sq > y ' 


( 20 ) 


而常数 c * 和可由公式(14)-(17)求得.期权提交执行的最优时刻 r * = inf{n : S n < 

V *}- 这时， 

V*(S o ) = E So (a0r\l-S T ^. 


§5 d . 有后效的期权.“俄国 期权” 定价 

1. 对于上面考察的标准买人期权和卖出期权，偿付函数/„有 结构： 

/ n =/? n (& — 尺)+ 和 f n = p n ( K - S n ) + . ⑴ 


无论是 从理论视角还是从金融工程视角来看，各种有后效的期权也都有一定的 
意义.有下列偿付函数的期权可作为这种期权的 例子： 


fn = /5 n ( aS n - min ， 

\ 0<r<n J 

fn 二 0 n ( max S r — a 

乂 0 «n 

或者 



⑵ 

⑶ 



⑷ 


( 5 ) 
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其中0彡0彡 l ， a 彡 0. 

有偿付函数⑷和 （5) 的期权称为亚式（买人和卖出） 期权. 有偿付函数 （2) 和 
(3) 的（买人和卖出）期权在 a = 0的情形下，在著作 [434], [435] 中讨论,其中它们有 
“俄国期权”之称.也参见著作 [118], [283]. 下面的叙述将遵照著作 [283]. 

2. 我们将考察 C 凡 R - 模型，其中〜取两 个值 : A - 1和 A - 1 - 1，而 A > 1. 这时， 
为确定起见，我们考察有偿付函数⑻的美式买入期权,其中0 < 0 < 1起着折现因 
子的作用. 

根据一般理论（参见第2节)，这种期权的合理价格6按下列公式 计算： 



令 K = max 5 fc . 很明显， 

fc^n 

Yn = max{r n _i, 5 n }， ⑼ 

I 

这时，序列 （ S „， y n )„> o 是 Markov 序歹！]，并且,在原贝 !] 上，最优停时问题⑺的解可 
基于二维 Markov 链的最优停时法则的一般结果来求解（参见 [441] 和 §2 a ). 

然而，这里引人注目的是下列 情况： 所考察的二维问题可归结为某个一维 
Markov 问题，只要运用测度替换的观念和适当选择折现资产 （ nU m 6 mi re )_ (关于 
这方面，也参见后面的第七章 § lb .) 

设 r e 于是，回忆起= B 0 a ~ n , a=(l + r )- 1 ， 我们求得 


E ㈣ ) 


max S T — 

O ^ r^T 


aSV ) 


EM ) 


UlSXo^r^T 

5； 


S r 


SoE (3 r 


(I - a 


+ S T /So ■ 

'bTJWo ' 


( 10 ) 


记 

是有 E & : 


: 于是我们看到，心 > 0, 耳关于 测度 P 序列 Z ( 仏，多„， P) n ^o 

1通鞅 0 




对于 A e ，令 
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Pn(A) = E(Z n I A ). 

显然，测度串 ( Pn ) n ^ O 是协调的（其含义为 Pn+1 | = Pn , Tl ^ 0), 并且根据 IoneSCU 

Tulcea 测度延拓定理（参见例如，[ 4 观第 II 章，别)，（在空间 D = {-1，1}°°中）存 
在测度 P ， 使得 p | 多 n = Pn , n ^0. 

于是 


E(a/3) T I max S r — aS T 

O^r^r 


这里令 


x n 


+ 翁 + 


Y n 


( 11 ) 


S n ， 


( 12 ) 


以及我们察觉 


X n +i = max 


X n 


X £ n +1 


，1 ， 


(13) 


并且所有在集合云 ={1， A / A 2 , … } 中取值. 

关于新测度民序列 e = ( en ) n ^ i 仍然是独立同分布随机变量序列，且 


P = P(^n = 1) = E /( £ Ti =1 ) aA ei = aXp 


(14) 


和 

P(^n = -1) = ^(1 - p ). (15) 

八 我将考察由递推关系式 （13) 所定义^列 ( X n ) n ^ 其中假定 X 0 = ^ G 
E . ^ P x 是该序列的分布.于是有 X e E , ^ n = a ( X 0 , X u -^， X n ) 的序列 X = 
{ X n ^ n , P x ) (n > 0) 为 Markov 序列，因而，为求出价格 £ 需要考察下列最优停时 
问题： 

V (x) = sup 巨 x j3 T (X r -a)+, xeE, (16) 

r €^ g ° 

其中新 g ° 为满足 { o ;: t(lo) ^ n } G (n ^ 0) 的有限停时 r = r(cu) 的类 • 

我们感兴趣的价格 £ 与这个问题的解 9(1) 琿过下列公式相 联系： 

C = S Q V(1). (17) 

注 1. 由于在⑺中 sup 是关于类来取的，故严格地说:，为使公式 （17) 成 
立，需要在铲⑻的定义（参见（ I 6 ))中， sup 不是对类涵来取，而是对于更广的 
类来取.然而，实际上，由对于 Markov 序列的最优停止法则的一般理论（参见 
[441]) 可'得，这两个类是重合的，并且在实质上，可如下证明（参见注 2). 

3 •设 g(x) = {x- a ) + , x e E, 以及 

V^(x) = sup E x /3 T g(X r ), 

reSi ^ 
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其中为涵 g ° 中有性质 (uen) 的最优停时 T 的类.（参见图 61.) 



图61函数 P ⑷= h - a )+ 和 V 0 N (x) = Q N g{x) 在0 < a < 1情形下的图像 

我们再记 

% 

Tf{x) = ^/( Xi ) =歹/ ($ 八 1) + (1 -^/( Ax ), (18) 

QS{^) = max (/( x ),/3 T /( x )). (19) 

由 §2 a 中的定理3及其注得到 


V 0 N (x) = Q N 9(x) i (20) 

以及最优停时 G 有下列结构（比较 §5 b 中的⑼)： 

♦ 

r^ = min {0 ^n^N:X n e D^}, (21) 

其中 

D^ = {xe E: V 0 N ~ n (x) = g(x)}. (22) 

显然， C 5^ C ... c = E = {1, A , A 2 , • • •}. 

完全如同在 § 5 b 中那样，考察函数序列 Qg(x) r -,Q N g(x) ,并把它们与分⑷ 
作比较，我们求得，“停止区域’’ 5,有下列 形式： 

3^ = {x e E: X e [巧， oo )}， (23) 

其中 

1 = Xj^ ^ x n—i ^ ^ Xq . (24) 

停止区域您和观察延续区域 = 之间的定性关系也如同 §5 b 中的 

图57中那样（在记号上要作这样的显然的 替换： 况 — ％,五 — 氧… .， x $ = 0 — 

X N = 1 )* 


注 2. 如果 


V 0 N (x)= sup %p T g(X r )， 

rem^ 
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那么由 §2 a 中的定理3导出， V 0 N (x) = Q N g(x). 把这个等式与（ 2 0)相比较,我看 
到， % n {x) = v n ^ xG e ， 以及由公式（叫所确定的时刻咿，将不仅是在类 
中，并且也在更广的类刃❾中是最优的. 

4 .由于 5 ⑷彡 0, 故根据 §2b 中的定理 4, 函数 V (x) = lim 印⑻.令 

Tv^oo 

f — inf{n 彡 0: V(X n ) = g{X n )} — inf{n ^ 0: X n e D}, 

其中 D — {x £ E: x e. [ x , oo )} 以及 J = ^lim Xq. 

根据同样的定理，时刻 f 将是问题（16^&最优停时仅当 P,(f <oo) = i,xeE. 
暂时搁置时刻 f 的这一性质，我们转向求值2和函数 V ( x ). 

函数 V ( x ) 满足方程 

V(x) = maix(g(x), (3TV ( x )), x £ E, (25) 

因而，在“观察延续区域” d = E \ d 中, 它是下列方程的解 之一： 

(f(x) = f3Tip(x)^ x e (26) 


或者按展开形式， 

♦ 

W ( x ) = 0 細 (■ V 1) + (1 — p )^( Ax)j , x ed , (27) 

特别是，当 x = 1时， 

^(1) = /5[ w ( l ) + (1 — P )^( A )], (28) 

以及当 r 彡 A 时， 

< f ( p ) =P w (^) + Q — p )^( Ax )] . (29) 

自然以 f 的形式来求方程 （29) 的解（比较 §5 b 中的第5点).于是我们得到对 
于7的方程 

i ^ pX -^( l - p ) X \ (30) 

它有两个解 7 i < 0和72 > 1，使得量2/1 = A 71 和如= A 72 由下列公式确定： 



其中 ^ 

A= (l-p)/3 J B= (32) 

当 a : > A 时，方程 （29) 的通解 ( f ( x ) 可表示为这样的形式： cipb(x), 其中 ^( x ) = 

6 x 71 + (1 — 6) x 72 . 
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由于咖⑴=1，故常数 c = 

把 W ( A ) = W ⑴办 ( A ) 代人方程 （28), 并考虑到由问题的含义有 W 1) # 0,我们 
得到未知值6的方程 


其解为 


l=/3{p + {l-p) [bX^ + (1 - b)X^]}, 

(1 _ 灼 A 7 2 + 乒一卢一 1 

— (1 -约(入72 -入 71) • 


(33) 

(34) 


利用71和72由方程 （30) 来确定，不难确立0 < $ < 1. 

设6。⑻= co 作⑷， a : <吻，其中 co 和 X 。为待定常数.显然，所求函数 V { x ) 
为下列一族函数中的 函数： 



• x 彡 Xo, 

X < Xo, 


(35) 


这时，记为？和 S 的常数 co 和 x 0 的最优值，可由下列考虑来 得到： 所求函数 V { x ) 
V ( x ; x ) 必定是函数 〆 x ) 的最小-超过优函数， 即它同时满足两个不 等式： 


V ( x ) ^ g ( x ) 7 
V(x)^ PTV{x), 


(36) 


其中 a : € 五 ={1， A ， A 2 ,. . . }. 

证明这个解存在以及求得？和 2 的 精确解 完全如同标准买人期权的情形一样 
(参见 §5 b 第6点和 [283]). 在这一情形下，当 △ = A - 1接近于零，作为？和 x 的 
近似值，可取下列方式得到的量？和(比较在 §§5 b ， c 中的对应程序 .） 

我们将认为，给定在集合五= {1, A , A 2 , • • •} 上的函数 ^( x ), V CQ ( x ), g ( x )^ 
V CQ ^ x 0 ) 在集合 [ l ， oo ) 上用同样的表达式来 定义. 于是对应的近似值？和 J 由 
下列补充考虑来 确定： 
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特别是，当 a = 0 时， 


x = 


c = 



X 

jibx ^ 1 + 72(1 — b)x ^ 2 


(39) 

(40) 


由所引人的讨论得到，对于充分小的 △ > 0,值 Vc ( l ) 接近于 9(1). 从而，考虑 
到公式 （17) 和备⑴=泛我们求得，对于小 A > 0,价格 s 冼•三（更详尽的分析 
参见 [283]. 也比较第八章 §2 d .) 
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1. 半缺模型中的证券组合 

§ la . 容许策略 . I . 自融资.向量随机积分 

在有关连续时间情形的本章中，将考察两种证券市场 模型： 

由银行账户 S 和有限种股票 S =( 氏，… , S d ) 所组成的（及斗市场， 

和 

由银行账户 S 和一般来说有连续统个数的债券 P = { P ( t , T )；0^ t ^ T , T >0} 

所组成的市场. 

第 1-4 节有关（5,外市场.（万，巧-市场有其自有特点，对它的讨论在分离的第 

5节. 

1. 设金融市场由 rf +1 种资产 X = ( X °, X \, X d ) 所组成，并且在连续性条 
件下运作，其中的概率统计本性用渗透概率空间（随机基底）风多，(死)00, P ) 来描 
述，其中为进人的“信息”流. 

我们关于资产 f («• = 0, 1，…，… 的基本假定在于它们是 正半鞅 （参 

见第三章 §5 a ). 

类似于离散时间情形，每个可料(参见第三章 §5 a ) W +1)- 维过程 7 T = ( TT 0 , 7 T 1 ， …， 
7 T d ) - (7 r |)^ o ) 将称为证券 组合， 并说 7 T 定义了在所考察的由 d +1 种资产所组 
成的市场上的（投资，交易等等的）策略. 

过程 P = ( X ^ o 有值 

d 

= (1) 
2=0 

或者以向量记法， 

■^t = ^t)j ( 2 ) 

它将称为组合的 资本或者资本过程. 值 X = 是 初始资本量. 有时为了强调初始 
资本，记 XT = X ^{ x ), 

2. 在第五章 § la 中，对于离散时间情形曾引人 自融资策略， 并把它的作用解释 
为使得相应的资本 XT 演变仅仅只需考虑市场上的资产价格的变化，而没有任 
何外部资本的“流人或流出 

对于连续时间情形，自融'资性的定义变得有点微妙，最终，它联系着容许对所考 
察的半鞅进行 积分的 函数类的描述问题. 

我们记得，在离散时间情形下（参见第五章 § la ), 组合 7 T = ( TT ^ TT 1 , …， 〆 ）称为 
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自融资 （tt € SF ), 是指对每个 n 彡1， 

n 

X 卜 XS + J2(7Tk ， AX k ), (3) 

k=l 

或者以展开形式， 

n d 

^ = ^+EE^ a ^- ⑷ 

# fc=l t=0 

完全一样，在连续时间情形下，自然可说， 7 T 是自融资组合，或者自融资策略 
(7 TG SF ), 是指对于每个 i > 0， 


或者同样以展开形式， 

X ： 

=耶+ 

1 ( j ^ s ， dX 8 、， 

Jo 

x A 

⑻ 

♦ 

它以符号形式将记为 

X 卜 

= 柯 + 

J 

f 

0 i=0 

⑹ 


dX^ = (7T U dX t ). 


当然，这里首先需要给出“向量随机积分 （5)” 的定义. 

其定义的方法之一在于按定义，简单地令 

/ {^ s . dX s ) = Y ^ / < dx l (7) 

Jo i=o 九 

即把“向量随机积分”理解为通常的“随机积分”之和. 

类似的定义方法对于“简单”函数完全有效（并且我们能完全把握)，按其实质， 
它是对应的“积分”概念自身的最自然的（如果它不是唯一的）构造. 

然而，定义⑺看来并没有嚢括所有情形.“向量随机积分 H {^ dx s y 例如完 
全可能如下正确 定义: 通过对于（在适当含义下）逼近过程 7 T = (7 T S ) S ^) 的“简单，，过 
程 7 T ( n ) = (7 T 5 ( n))^o (n > 1) 对应积分 / 0 \^\ dX s ) 的极限过程. 

这里的实质如下. 

首先，即使通常的（纯量）随机积分 7 T^Xi = /q TridXi 一般来说，也可对于更广 
的可料过程 W 来定义，而不仅是对于局部有界可料过程来定义，正如在第三章 §5 a 
中所叙述.（过程 W 的局部有界 性的诱 人特点在于，如果 f € ^ ioc , 那么随机积分 
同样属于类扁。 c ; 参见第三章 §5 a 第7点中的性质⑷ .） 

其次，“按分量定义”（ 7 )并没有考虑所参与的半鞅的可能“解释”，它在原理上， 
可对可用“简单”向量过程 7 r ( n ) (n > 1) 逼近的向量过程 tt = ( ttV 1 ， … 〆 ） 的更 
广的类引入. 
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3. 我们阐释考虑到所注意到的状况的“向量随机积分”的基本观念和结果，其 
证明细节可在专门文献中找到(参见例如，[73]， [172], [248; 第 II 章]， [249], [250] , [303], 
[304], [347]). 

设 X = ( X 1 ，…， X ，为 d - 维半鞅，它有下列（某种）分 解式： 


X — Xq + A (8) 

其中 A = ( A 1 ，••• , A d ) 是有界变差过程，而 M = ( M \... , M d ) 是局部鞅 （A e % 

G *^ioc). 

显然可求得这样的与流 F = 协调的 C 0 = Q 的不减过程 C = 以 


及 = ⑹和 = (40, O = 1，…，木使得 


-^■i ~ [ c « dc s , t > o’ 

Jo 

⑼ 

而二次变差 

pi 


[M\M%= / ejdc 8 . 

Jq 

(10) 

(关于过程 [M\M^\ 的定义以及它们满足性质 [M\M^ 
设 1=(7 ^， … ， 〆 ） 为可料过程. 

我们将说， 

G Moc 参见第三章 §5 b .) 

7T € Z/va r (_A )， 

(11) 

是指（对于所有 uen) 

♦ 

ft d 

/ y ^, K c 8 dC s < oo ， t > 0. 

J 0 i=i 

(12) 




如果对于某个表示式 X = X 0 + A + M , 可料过程 7 T e L var ( A ) n L 『 oc ( Af )， 那么 
我们说 


7 TG L q ( X ), 


(15) 
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或者 TT e L ^{ X - P ， F )， 如果需要强调所有讨论都是关于测度 P 和流 F = (^)^0 来 
进行的. 

我们强调， 7 T 对类 L % X ) 的属性不依赖于确定性过程 C = ( Ct ) t ^ o 的具体选择. 
(参见例如， [249].) 

无论在纯量情形下，还是在向量情形下，随机积分 /o (7 r 8 , dXs ) ( t >0,7 T e L q { X )) 
的标准定义之一都在于按定义，令 

[(7 T 3 y dX 3 ) = [ (7 T 3 , dA 3 ) + f ( n s , dM s ), (16) 

Jo Jo Jo 

其中 d 

[(7 T 8 J dA s )=Yl / <<dCs (17) 

J 0 i=l J 0 

为（沿轨线的） Lebesgue - Stieltjes 积分之和，以及 

[(7 r s , dM s ) (18) 

Jo 


是关于局部鞅 M = ( M 1 ， …， M d ) 的随机积分. 

关于有界变差过程（对 7 T G L var ⑷和每个 w e D ) 的 Lebesgue - Stieltjes 积分不 
会带来困难. 

这里的基本问题 在于： 

a ) 给出关于局部鞅(对于 tt e 4 c ( M )) 的（向量）积分 （18) 的 定义； 

b ) 证明定义 （16) 的正确性,换句话说，确立这样得到的积分 ! l {^ dX s ) 与具体的 
半鞅分解式⑻无关. 

注 1. “自然”定义 （16) 包含一系列“暗礁”. 

例如，由此并不能完全自动得到线性 性质： 


a (\ir l s ,dX 8 )+b 广 (<» 广《 + 6< 风 ). 

Jq Jo 

关于测度 P 替换为某个等价测度 P 的不变可积性质（即 L «( X ; P , F ) = L ^( X ; 
P , F ) 以及对应的积分值重合（至少 P - a . s .)) 是否成立先验上也不明显. 

不明显的还有该积分定义关于原来的 a - 代数流 F = (^ t ) t >0 的递推不变性.也 
就是说，设 F - 半鞅 X 满足为淨-可测，其中 G = ( if t ) t ^ o 为满足常设条件的 a - 代 
数流，且濟 G i 彡 0. 众所周知（参见例如，[ 24 9]和 [250]), F - 半鞅 X 于是也将是 
G - 半鞅.因此，自然期待，如果过程 7 T 是协调的，那么 


7 reL q ( X - P ,¥) weL ^ X ^ P . G ), 


以及随机积分值不依赖于在哪个随机基底⑴，多， F ) 或者（％多， G ) 考察过程 
和 X . 
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在[74]， [248] , [249] 中确立，其实，所有这三个性质都顺理成章地满足(对于任何 

Q ^ !)• 

4. 我们来描述关于局部鞅 M 对于 tt e Lf oc ( M ) 的积分 （18). 

如果 tt € L 2 ( M )， 即 

- 1/2 

dC s < oo , (19) 

那么随机积分 （tt _ M) t e ! l ^ s , dM 8 ) 如同纯量情形下对于平方可积鞅一样来定义 
(参见第三章 §5 a 第4点). 

也就是说，先求得简单可料向量过程 ?r(n) = (7r 1 (n), - - - ,7r d (n)) (n ^ 1) 的序列， 

使得 

||丌 一 7 r ( n )|| L 2 (M ) 0, n ^ oo . (20) 

对于这样的过程 7 r ( n ), 随机积分 (7 r ( n ) - M) t 可按公式⑺按分量来确定. 

根据 Burkholder - Davis-Gundy 不等式（参见，例如， [283; 2.34]， [304; 第 1 章 §9])， 

pu 2 

Esup / ( ir s ( n ), dM s ) < C 2||7 r ( n )|| L 2 (M) ，i > 0， (21) 

u^t JO 

其中 c 2 为某个普适常数. 

由 （20) 和 （21) 我们断定， 

pu 2 

Esup / ( n s ( n ) — 7 r s ( m )^ dM 8 ) 0 5 m,n —► oo . 

u^.t Jo 

由随机变量空间 P 的完备性我们求得，对每个 t > 0,可求得记为 （7 T . M ) t 或 
jl ^ dMs ) 的随机变量，它称为 TT e L 2 ( M ) 关于局部鞅 M 的向量随机积分，并 
满足 

广 u 2 

Esup / (7 r s ( n )， dM s ) - ( n si dM s ) — 0， n — oo . 
u^t Jo Jo 

由此不难导出（比较 [ 25 0; 第 I 章]中的定理 4 . 4 0 的证明)，量 J *( 7 T Si dM 8 ) (o 0) 可 
选择为使得过程 (/ o (7 r aj dM s ))^ o 与流 ] F = (^ t ) t > 0 协调，并且对每个时刻6 > 0, 

有右连续和带左极限的轨线. 

对于 tt e L 2 ( M ) 的所给出的随机积分的定义可用标准的局部化方法推广到可 
料过程 TT e Lf oc ( M ), 即那些对 g = 2满足性质 （14) 的过程. 

关于局部鞅 M 对类 L \ oc { M ) 中的过程 tt 构造随机积分就大为复杂，这里 tt e 
L \ oc { M ), 是指过程 7 T 有这样的 性质： 

IY d \ 1 1/2 

I E < C > 3 s ] e Moc . 
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即使在纯量情形下 ( d = l ), 这时这一条件取下列 形式： 

(7 T 2 _ [ M , M ]) 1/2 G Moc , 

随机积分 TT • M 的构造也要求应用相当精细的技巧，所依据的远不是局部鞅的平凡 
性质（参见 [304] 中的第2章§ 2 ). 

注 2 .联系条件 （7 T 2 . [ M . M ]) 1 / 2 e Moc , 注意到以下这点是有 益的： 对于局部 
有界鞅 7 T 它显然满足，因为正如在第3点中所注意到，每个局部鞅 M 具有性质 

[ M , M ] X / 2 G ^ oc . 

关于对局部鞅 M 和 7 T € Lioc ( M ) (= L \ oc { M )) 定义 向量随 机积分的各种方法， 
以及对于半鞅 X 和 TT e L ( X ) (= L ^ X )) 的随机积分 （TT . 以 7 T s , dX s ) 参见 

[74], [248]-[250], 其中都确立了下述自然期待的性质成立（ X 和 Y 是半 鞅)： 

a ) 如果 p 是有界可料过程以及 7 T e L { X ), 那么 /?7 T e L ( X ), p G L(tt . X ), 以及 

(/9 丌 ) .X = (7T_X); 

b ) 如果 X e ^ loc , 那么 ^ loc (^) C L ( X )； 

c ) 如果 那么 Lva r ( x ) c L ( xy , 

d ) L ( X ) C \ L ( Y ) C L ( JC + Y ), 且如果 7 r e 那么 7 r - X - j -7 r-Y = 7 r ^( X - hY ); 

e ) L ( X ) 是向量空间，且 TT ' . X + 7 T 〃 . X = ( TT ' + TT ") . X ，其中 〆 ， TT " € L { X ). 

在 [248], [249] 中也讨论了满足性质 a )- e ) 的过程 tt 的类 L ( X ) 的“最大性”问题. 
这个类的“最大性”也被 J . Memin [343] 的结果所 证实； 根据后者，空间 { n-Xine 
L ( X )} 在半鞅空间中关于 M Emery 拓扑是闭的 ([74], [138]). 

5. 在过程 7 T = (7 T 1 ，._•,/) 局部有 界以及 M € ^ loc 的情形下，向量随机积分 
过程 [ j ^7 r s , dM s )) t>Q 是 局部鞅 ([74], [249]). 在纯量情形下，这个性质已经在第三 

章 §5 a 的第7点注 H 

值得注意的是，如果局部有界性不满足,那么即使在纯量随机积分的情形下，关 
于局部鞅 AT 的随机积分 J ^7 T s dM s 一 般来说不是局 部鞅; 正如下列例子所指出. 

4 

例 （ M . Emery [137]). 在概率空间 （ R 多， P ) 上，我们考察两个有同样参数的指 
数分布的独立停时 a 和 r . 令 





t < min(cr ， T )， 
t ^ min(a ， t) = cr ， 
t ^ min(cr, r ) = t. 


( 22 ) 


如果瑪 = a ( M s , s 彡幻 ， O 0,那么不难断定 ， M 是鞅. 

我们考察决定性过程（而这也就是可料过程 ） TT = (ttO^O, 其中 7T0 =0, 

t > 0. 
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鞅 M 是有界变差过程，而我们对过程 7 T 关于 AT 进行积分（在 Lebesgue-Stieltjes 
含义下)，因为随机变量 min ^ r ) 以概率1为严 格正. 

由第4点中提到的性质 b )， 按鞅 M 的积分义 7 r s dM s 与 Lebesgue - Stieltjes 积分 
相重合. 

设 ％ = f ^7 r s dM SJ G 0. 由 （22) 我们求得， 



0 , 





\ min (( j ， T ) 


L min ( a , r ) 


t < min ( cr ， r )， 
t ^ min (< j ， t ) = a , 

t ^ min (< j , r ) = t . 


(23) 


过程 y = ( Y t ) t ^ 0 不是鞅，因为 E | y t | = oo , i > 0. 这个过程也不是局部鞅，因为 
对于任何不恒为零的停时 r = T ( u ), E \ Y t \ = oo . (详情参见 [137].) 

6. 联系所引入的 M . Emery 的例子，自然产生这样的 问题: 如果过程为 X ，什么 
是向量随机积分 ^(7 r Si dX 8 )) t > G 为局部鞅的充分条件.然而，这样的由过程 7 T 的 

局部有界性所组成的条件已经面提到. 

下列 J .- P . Ansel 和 C . Strieker 的结果（[ 9 ;推论 3.5]) 给出的条件不用 tt 上的有 

界性的 术语来 表达，而用随机积分值的本身来表达（正如我们以后将看到，对讨 论套 
利问题来说这样更方便). 

定理 ([9]). 设 X = ( X 1 ，... ， X d ) 为 P - 局部鞅， 7 T = (7 T 1 ， … ，7 T d ) 为可料过程，它 
们使得随机积分 7 T . X 有定义，并且下有界于某个常数 ( n . x t 0 ). 那么 7T-X 

为局部鞍. 

7. 我们回到自融资策略问题. 

定义 1•设叉… , X d ) 为描述 d +1 种资产价格的 （rf + 1)- 维非负半 
鞅.策略 7 T = ( Tr 0 ,^ 1 , •■- ,7 T d ) 称为（关于 X ) 容许策略, 是指 7 T e L ( X ). 

定义 2 . 容许策略 tt e L ( X ) 称为 自融资策略， 是指其在 （1) 中定义的资本 
x ^ = ( X ^) t >0 有表示式 （5). 

自融资容许策略类将表示为 紐或紐 ( X );比较第五章 § la . 

对于离散时间情形，自融资性（参见⑻或⑷）等价于 

d 

y ^( Xfc_ lT A 7 Tfe ) = 0， k ^ l . 

i =0 

(第五章 § la 中的公式 (13).) 

我们考察在性质 （7) 满足的假定下这个关系式的连续时间情形的可能类比问题. 
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为此我们假定，我们考察的策略 7 T = ( TT ^ TT 1 ,... ,7 T d ) 的分量 是有界变差的 （可 
料）过程 （d G 义 ， i = 0, 1，…，办这样的策略的例子例如有用来开始构造随机积分 
的简单函数（第 三章 §5 a ). 

在这一假定下 e y ), 我们求得 

d{4xt) ^ 4dXi + X\_d4 

(参见第三章 §5 b 第4点中的性质 b ))， 因而，自融资条件 （5) 等价于条件 

E T 々-耐= 0，^>0, (24) 

i =0 


或者以符号形式， 

( Xt -^ dwt ) = 0. (25) 

在 7 T = (7 TV 1 ，... /) 为可 料自融 资策略的更一般的情形下，我们求得（根据 
第三章 §5 c 中的 It 6 公式)， 

d{KXt) = 4-dXt + Xi_d7rt + dlX^Tr% 

= 4dX\ - ATrtdXl + X l t _d7rl + d{X ic , n ic ) t + AttJAX^ 

=nldXi + X l t _d7ri + d{X ic ， 7r ic ) t . (26) 

因此，（可料）半鞅策略 7 T 的自融资性条件可取下列 条件： 

d 

+ d(X ic ,7T ic ) t = 0. (27) 

i=0 

特别是,如果 Trer , 那么 ( X -,7 T -)-0 3 且由 （27) 我们得到 (25). 


8. 金融数学在考察连续时间模型时主要限于半鞅类的基本理由在于,正如我们 
所看到的，对于它们来说，有（向量） 随机积分 概念，借助于这个概念，就可定义资本 
的演变，并给出自融资性概念.（这一状况早在 M . Harrison , D . Kreps 和 S . Pliska 的 
著作 [214] 和 [215] 中就完全清晰地注意到，正是这些著作首先把注意力转向半鞅和 
随机分析在描述资产价格动态变化上的作用 

但是，这当然并不意味着半鞅就能“解决一切”.在许多情形下随机积分也可对 
于非半鞅来定义，例如，对于分形布朗运动以及更一般的，对于广泛的高斯过程类. 
很自然，这时就要专门研究怎样的函数可进行积分的问题. 

我们再次回忆起，在（纯量）半軟情形下，随机积分可对于 所有局部有界可料函 
数来定义（第三章 §5 a ). 这时，尤其是对于金融数学中的计算来说，重要的是关于局 
部鞅的随机积分的 性质： 对于这样的函数，这种积分也是局部鞅. 
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然而，当运作是对于局部无界函数来进行时，情况大大复杂化.例如，上面所引 
人的 M . Emery 例子表明，在局部无界函数 tt 的情形下，随机积分过程 J Q (7 r 3 i dM 3 ) 
即使是关于鞅 M ， 一般来说，它也不是局部鞅. 

‘这种状况与离散时间情形相比有很大反差，对于后者来说，每个•“鞅变换” 
J ： k ^(7 r k , AM k ) 都是局部鞅.（参见第二章 § lc 中的定理 .） 

~与此相联系，提出下列定义是合适的. 


定义3•设 X = ，界， P )^ 0 为半鞅.我们说， X 是 d 阶鞅变换 （X € 

是指可求得鞅 M = ( M 1 ，... ， M d ) 和可料过程 tt = ( tt 1 , … 〆） e L loc ( M ), 使得 


X t = Xq -\- f ( TTs ^ dMs ), t ^ O . 

Jo 

(比较第二章 § lc 中的定义 7 .) 


(28) 


定义 4 . 设 X = ( X t ^ t , P ) t ^ o 为半鞅 _ 我们说 X 是 d 阶局部鞅变换 （X € 
庸 是指可求得局部鞅 M = ( M 1 ， …， M d ) 和可料过程 TT = ( TT 1 ，...，7 T d ) e 
Ll oc ( M ), 使得表示式 （28) 成立_ 


在离散时间情形下，类 ^ loc , 和 JKTf oc 对于任何 d 重合（第二章 §1 C 

中的定理).而在连续时间情形下，一般来说，已经不是这样，正如所引入的 M . Emery 
的例子所指出. 


9. 上面所引入的自融资性的概念表达了在市场上既无资本流入，也无资本流出; 
它是对证券市场上的组合和运作所作的金融限制的重要形式之一.在离散时间情形 
下,在第五章 § la 中还考察了其他形式的限制. 

对于连续时间情形的对应的平衡条件几乎是自动地转换. 

比如，如果认为， X ° = B 是银行账户，而 X 1 = S 是股票，那么类似于第五章 
§ la 中的第 4 点，当股票支付分红时，平衡条件将表现为下列 样式： 


dX ^ — / 3 tdBt 4- + dDt ), (29) 


其中 A 是在时间区间 [( M ] 中所支付的总分红.这时， 



(30) 


在“带消费”和“运营费用”的情形下，条件转换为相应的形式.参见第五章 §la 
中的公式（25)-(35)和（36)-(40)_ 


§lb . 折现过程 

1. 在比较不同的资产的价值（价格）时，要选择某种“标 准的” “ 基底” 资产， 
以它作为单位，就能导出与其他证券的比较.例如，在考察由500种资产所组成的 
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S & P 500 市场（参见第一章 § lb ， 以及更详尽的，例如 [310]) 日寸，作为“基底”资产的 
自然就取 S & P 500 指数，它就由这些 （500 种）资产的价值(按照某种加权的方式）所 
组成. 

在第一章中（参见 §2 c )， 简要地叙述了流行的定价模型 CAPM , 其中经常取银行 
账户（无风险资产）作为“基底”资产，而各种资产的“倍他” /3( A ) 作为资产“质量” 
和“风险”的指标，由此就可导出各种资产 A 的比较. 

以后在考察 d + 1种资产 X 0 , X 1 ， ... ，#时，我们规定，比如资产 X 0 选为“基 
底” 资产； 通常把它区分为 “ 简单构建的”资产.然而，重要的是要强调，任何过程 
y = ( Y u ^ t ) t >0 都可选作这样的资产，只要它总是严格正. 

在选择适当的过程7时，还有一个纯粹的 “ 解析”原因在于，依靠这样的所谓折 
现过程的成功选择（在英法金融文献也运用术语 Numeraire (币制 )”； 参见例如， 

[175]), 与直接运作 P 相比，运作 f 有时可大为 简化; 关于这方面参见第五章 §2 a 
最后的注. 

2 . 如果 y = 是某个正过程，它与 X = ( x ' x 1 ， …， x d ) 一 起定义 

在随机基底⑴，多，(晃)0。， P ) 上，那么对于 i = 0,1，…，4令 

_ . yi V7T 

争， 香. ⑴ 

若 7 T 为（关于 X )的自融资组合,则自然要阐明它关于折现组合 x =( x °, x \--, 

X d ) 是否是自融资的.为此，我们假定， § la 中的性质⑺满足，并且过程广 1 = ▲ 
是有界变差的可料过程 ( r - 1 G r ). 于是 

dX = Y t - l dXj + K ， (2) 

以及 

dX = y t ~ l dX ^ + K . (3) 

因此，由 § la 中的自融资条件 (6) 可见， 

: Yf^TrldXi^ (^24X1) dY^ 1 

t=0 t=0 \t=0 } 

= y ^ dX ^ + ^ dY t ~\ (4) 

假定，对于 t > 0 ( P - a . s .) 


d 

s^t i=0 


⑻ 
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于是 


\t=0 


dYf 


dYf 1 - AY t - 


1=0 


i=0 


并且由⑷我们求得 


E <dxi = Y t ~ i dx^ + x^dYf 1 - < AX i ^r 1 


£=0 


i=0 


Yf ' dX ^ + K + AX 卜 


i =0 


YT 1 啦 + K 1 ， 


⑹ 


因为 dx - = E TridXi 以及根据随机积分的性质， AX [ 

§5 a 第7点中¥性质 （ f )). 

由 （3) 和 （6) 我们得到关系式 


E 4^ x 1 (参见第三章 


i=0 




⑺ 


£=0 


它意味着对于折现组合叉 =( Z °, Z \ … , X d ), 自融资性质满足. 

注.在上面所引人的折现时保持自融资性质的证明中，假定 Y 是正可料过程 
r- 1 e r 以及 性质⑻ 满足. 关于另外的确保自融资性的可能条件参见例如， [175]. 
折现过程的经典例子是银行账户 S = ( B t ) t>0 ： 


B t = Bq exp 


a 


t 


r { s ) ds ), 


⑻ 


其中 r = ( r ( t)) t ^o 一般来说，是某 个随机 利率，通常假定为正过程.银行账户是方便 
的“基准”，它能用来比较其他诸如股票、债券之类的资产的“质 量”. 

3 .设 r 1 和 y 2 是两种折现资产，而时间参数 * e [ o ， r ]. 我们将假定，关于某个 
在 （ Q ， 界 T ) 上的测度 P 1 ， 规范过程^是 （W + 1)- 维）鞅. 

II 

我们将阐明，什么时候可断定，存在测度 P 2 〜 pl ， 使得关于它，规范过程^也 
是鞅.（比较第五章第4节中的叙述 .） 

为此,我们假定,关于测度 P 1 ， 过程 S 是（正）鞅. 

对于 A e 多 T , 令 


P 2 (A) = Ep 


㈣ /I). 


⑼ 


显然， P 2 是 ( n ^ T ) 上的概率测度,并且 P 2 〜 P 1 . 
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根据 “Bayes 公式”（参见第五章 § 3 a 中的⑷)， 

Ep2 (• 1$) = Epl _ 卜)‘备 

=争•昏=鲁 ( 。2_ ’ p2_a - s _)_ ( 10 ) 

由此得到,关于按公式 （9) 构造的测度 P 2 , 规范过程_是鞅. 

注意到以下这点是有 益的： 如果 / t 为多 r - 可测非负随机变量，那么由 （9) 和 
(10) 导出，（在多0 = {0, ny 的假定下） 

叫每) = • (•) ， （ n ) 

以及 ( P 2 -, P 1 - a . s .) 

Fq1Ep1 (霉卜) = 挪 2 陽 ㈣ . (12) 

§ lc . 容许策略 • II . 某些特殊类 

1. 对应于 § la 中的定义 2 ,容许策略 7 T € SF ( X ) 的资本 r = ( X ^ T 可表示 
为下列形式： 

Xf == Xg 1 (7T S , dX s ), t $T, ⑴ 

其中 Io (^ dX 3 ) 为关于（非负）半鞅 … , X d ) 的向量随机积分. 

以后将认为 为正 ( X t 0 > 0 ,t ^ T ), 并取它作为折现过程.这时，为了不与 

“分数”表达式 (胃 类型)打交鼠我们将立即假定 X ?三1,尤其是，认为原来的 
半鞅 X = (1， X 1 , • 」， X d ) 是 W + 1)- 维折现后的 资产. 

2. 我们在讨论中引入某个特殊的容许策略类,其作用将在考察无套利机会的 
“鞅判别准则”时完全揭示（参见后面的第4节和第5节). 

定义 1. 对于每个 a > 0,令 

n a (.^ l ) = {7 r G SF ( X ): ^ — a , t G [0， T ]}_ (2) 


a - 容许 性条件 [0, Tf 的 含义是完全清 楚的： 量 a > 0 限制了策略 
tt 的最大亏损，它是由这样那样的经济上的考虑所容许的. ' 
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如果 a >0, 那么资本 XT 容许取负值，它可解释为具有借债的手段（例如通过 
银行账户的贷款或者股票的“卖空”). 

在 a = 0的情形下，资本总额# = 4^1 必定对于所有0 ^ 保持 

i=0 

非负. 

类 U a ( X ), a ^ O , 早在第一批著作中引人 ([214], [215]), 按照 套利理 论及其后续， 
它已经成为最自然的策略类来进行考察，对于它们来说（正如著名的“圣彼得堡赌 
博”参见例如， [186; 第2版])不容许无限期采用“输了赌注加倍”策略（比较第五 
章 §2 b 中的例 2). 

正是这一类 H a ( X ) (a ^ 0) 以及它们的某些扩充，才与一些涉及无套利机会的 
充要条件的著作相联系，其中我们首先注意到的是 F . Delbaen 和 V . Schachemayer 
的系列著作（参见例如，论文 [100], [101] 以及其中的历史文献信息). 

3•类 U a ( X ) (a ^ 0) 远不是唯一的自然容许策略类. 

下列定义在 C . A . Sin 的著作 [447] 中系统运用. 

定义 2 . 设 g = ( 〆 ， 〆 ，•••， 〆 ）为有非负分量的 （ d +1)- 维向量， g ( X t ) = 

令 1 

n ff (X) = {7TG SF ( X ) : > - g ( X t ), te [0, T )}. ⑶ 

* 

正如在定义 1 的情形下,条件 Hg ( X t )， t 6 [0, T ]» 的直观含义很明 显：在 
每个时刻 i ， 量 g ( X t ) 限制了 “经济上”容许的最大损失或者最大负债，其中在银行 
账户上有资本/，而第 i 种资产上有股票 ， i = 1，…， d . 

显然，如果/ > d ， 那么 n 0 ( x ) c U 9 ( X ). 

4. 为了以后叙述在半鞅模型下的套 利理论 问题，有益的是引入可测偿付函 
数矽= 咖) 的某些“试验 ”类; 这些函数可能是上面引人的容许策略类的策略 7 T 的 
收益 / 0 r (7 T s ， dJ ^) 的下界. 

①这里的“圣彼得堡赌博”是指 Jacob Bernoulli (1654—1705) 在其遗著中所提出的一种假想的 
赌博.这是一场猜硬币正反面的赌博.假设第1次猜对，赌徒可得2 元; 第1次猜错，第2次猜对， 
赌徒可得4 元; 一般情况下，前 n - 1次猜错，第 n 次猜对可得 P 元.这里自然可认为这是赌徒 
每次都把自己的赌注加倍.对于这样的赌博，赌徒臝得任意大的钱的概率都是正的.但其条件是他 
的赌本必须无 限制. 从金融学的视角来看(参见第五章 §2 b 中的例2)，这是一场总是有‘蜜利，，的 
' 赌博.但是如果赌徒（“投资者”）的赌本（“资金”）有限，他就不可能采用这样的“投资策 略”. 因此， 
在研究有无限期的证券市场的“套利理论”时，必须要对策略作这里所说的限制.——译者注 
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定义 3 . 对于 a > 0 ,令 


^a(X) = Looiily ^Ty P) ： ^ ^ / {7T Sy dX s ) 

0 



T 


对于某个策略 TT G U a ( X ) 成立 h 


以及 


^ + (X) = ^ € Loo(a, ^r, P) ： ^ ^ / {TTs.dXs) 

0 



对于某个策略 TT e U + ( X ) 成立 


其中 n+(x) = u u a (x). 

a^O 


定义 4 . 对于有 # >0 (i = 0 ， l ， …， d ) 的夕 =(/， 〆 ，•.•， 〆 )，$ 






^ G Lg(Q,^T,P)^ ^ < / (n 3 ,dx 9 ) 

o 



r 


对于某个策略 TT e n ff (X) 成立 h 


其中 L 9 ( n ^ T , p ) 为满足甽 < 贞 x r ) 的多 t - 可测随机变量分的集合. 

5 . 如同通常那样，在随机变量 0 的空间（更确切地说，随机变量的等 价类; 参见 
例如， [ 439 ; 第 II 章， § 10 ]) k 风多 r ， P ) 中，引人范数 


Halloo = ess sup | i / j | = inf { 0 彡 


: P (|^| > c ) = 0 }， 


关于这一范数，该空间变为完备（因而，根据定义，它是 Banach 空间). 

集合 L ( X ) (a > 0 ) 和屯 +( X ) 关于范数的闭包我们将记为 ¥ a ( X ) (a > 0 ) 和 
W+(X). 

在空间 ^ 9 ( X ) 中我们将考察由下列公式定义的范数 


\ m 9 




9{Xt) 


关于这个范数的闭包 ^ 9 ( X ) 记为 ^ g ( X ). 


2 . 无套利机会的半鞅模型.完全性 


§2 a . 无套利的概念及其变型 

在离散时间 (n < TV < oo ) 和有限种资产 （d < oo ) 的情形下，第一基本定理 
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的扩充版本（第五章§如）断言，对于（汉外市场， 

ELMM <=> EMM ㈡ NA . (1) 

这里 A ^4 是在第五章 §2 a 的定义2的含义下无套利性质（见4= No Arbitrage ). 
五 MM 和肌 MM 分别表示存在等价鞍测度 (Equivalent Martingale Measure ) 和存在 
等价局部鞍测度 (Equivalent Local Martingale Measure ). 

因此， p 果在所考察的市场上无套利，那么蕴涵关系 M 4 EMM 是说鞅测 
度的存 在炉〜 P )， 正如土一章中所指出，给出了在定价时运用发展成熟的鞅论技巧 
的可能性. 

另一方面，如果（尽的-市场模型使得对它至少存在一个鞅测度，那么蕴涵关系 
EMM NA 可用来断定，我们涉及的是一个“公平”运转的市场（其含义为其中 
无套利机会). 

(1) 中的前面两个蕴涵关系4和#从原理的视角来看也很重要，它表明，在 
所考察的局面下，鞅测度类和局部鞅测度类其实是重合的. 

显然，在连续时间情形下（至少对于半鞅模型)，期待有 （1) 类型的断言.然而， 
在这一情形下，局面变得大为复杂，即使，按其实质来说，“无套利”（在相应的定义 
下）成立当且仅当存在有某种（以后将明确的）“鞅”性质的等价测度. 

以后的叙述将逐渐表明，为了使⑴类型的断言成立的问题有一个令人满意的 
答案，必须动用“无套利”概念的各种文本,它们最终用来确定该考虑怎样的策略类. 

与此相联系的是，我们记得，在离散时间情形下，为使断言 （1) 成立，实质上对 
策略 7 T =(久 7 )(除了标准的可料性和自融资性假定以外）没有任何限制. 

连续时间情形则是另一回事，其中为了陈述自融资性质已经必须动用向量随机 
积分 foi ^ dXs ), 而为使它存在对（可料）策略 7 T 必须附加容许性条件: 7 T € L ( X ). 

当然，如果考察的仅仅是作为“初等”策略的有限线性组合的“ 简单” 策略（第 
三章 §5 a ), 那么不会产生任何与向量积分定义（参见 § la ) 有关的“技巧”复杂性. 

遗憾的是，在连续时间情形下，由在“简单”策略类中的无套利性事实,一般来 
说，不能成功地确立鞅测度或者由这样那样的“鞅性质”的测度的存在.（“简单 ，，策 
略类看来对这个问题来说太“贫乏” 了!） 

2. 现在我们转向半鞅模型 X = , X d ) ( X i = i = 1, …， d ，) 

中有关无套利机会的基本定义. 

下列概念可认为是经典定义（比较第五章 §2 a 中的定义 2). 

定义1_我们说，性质（在时刻满足，是指对于每个有= 0的策略 
7 TG SF ( X ), 


P(X? ^ 0 ) = 1 P(Xf = 0 ) = 1. 


( 2 ) 
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定义 2. 我们说，性质 i ^4 a 和满足,是指相应地有 

^ a (X)nL^(Q^ T ,P) = {0}, ⑶ 


以及 


^(X)nLt o (Q^ Ti P) = {0h ⑷ 

其中 KX ) 和屯 +( X ) 在 § lc 中定义，而 L +( n ,^ T , P ) 是空间中的 
非负随机变量子集. 

不难指出，条件⑷等价于条件 

^(X)nL+(a^r,P) = {0}, ⑻ 

其中 

、 ^ l ( X ) = Xoc ( n ,^ T , P )：^ = £( n s , dX 3 ) 

对于某个策略 TT e n + ( x ) 成立 1. ⑹ 

定义 3. 我们说，性质 M + 满足，是指 

^ a (x)nLt o (n i ^T,P) = {0}. ⑺ 


性质 NA ^. 是性质 NAj ^ 的加强，它在 F . Delbaen 和 V . Schachermayer 的著作中 
被系统运用（参见例如， [100], [101]), 其中它被称为性质抑 Xra(No Free Lunch with 
Vanishing Risk , 没有带消失中的风险的免费午餐). 

名称 NFLVR 的解释如下. 

在考察无套利的文本的满足问题时，仅取或者优于、或者重合于策略 TT e 
n + (x) 的“收益” J ^(7 r 8 , dx s ) 的非负函数作为“试验”函数私 

但是在考察无套利机会的 M +- 文本时，将取(仍然是非负的）函数功 e ¥ + ( x)n 

作为“试验”函数，其中可能是作为某些屯 +( x ) 中的元素矿 1) 
(关于范数 || • || oo ) 的极限而产生的函数，这里的矿一般来说也取非负值（特别是， 
它们可能也是对于某个 7 T fc 的优于 f 0 T (7 T ^ dX 3 ) 的函数妒). . 

由于 A : 4 oo 时 ， IK - 0 ||oo 4 0, 故可以认为，多 -1 /n (对于所有 a ; € n 成 
立)，它可解释为 消失中的风险 （ ra ， 即 Vanishing Risk ). 

尤其引人注目的是，无套利机会的文本，正如在 [101] 中所确立的，是一个 
透彻的充要（“鞅”） 条件. 参见后面的 § 2 c 中的定理 2 . 
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3. 我们还要引入与类 U 9 ( X ) 中的策略运用相联系的无套利文本. 

定义 4.设殳=(没 0 ， 〆 ,…， 〆 )，其中？ > (M = 0，1，... ， d . 我们说，性质 
和 NA g 满足，是指相应地有 

%(义)门4叽為^) = {0}， 

以及 


在著作 [447] 中性质 NA g 称为性质 ATFjFXra(No Feasible Free Lunch with Van ¬ 
ishing Risk , 没有可行的带消失中的风险的免费 午餐； feasible 的含义是可行的，可能 
的,合适的等等). 


§2 b . 无套利机会的鞅判别准则 . I . 充分条件 


1. 我们将假定，金融市场由 d +1 种资产 X = (1， X \ … ， X d ) 所组成，其中 f = 
( XIUt 为给定 在有外 =多，多。= {0,^} 的渗透概率空间⑴，多，(武 ) KT ， P ) 上 
的非负半鞅. ~ ~ 

我们记得，如果存在 ( n ,^ T ) 上的测度？满 足？〜 P ， 且关于这个测度半鞅 X 
是 ~ 

鞅 （X e ^r(P)) 

或 


那么我们说，性质 


局部鞅 e ^ioc(P)), 


EMM 

或者性质 


ELMM 

相应满足. 

下列给出无套利机会充分条件的定理1和定理2对于金融数学和金融工程中 
的计算来说大概是半鞅模型中的套利理论的最有用的结果. 


定理 1. 在半鞅模型 X = ( l ，^ 1 , … , X d ) 中对于任何 a ^ 0 和有 g i ^ 0 
卜= 0，.--，4)的5=(分 0 ， 〆 ，…， 〆 )， 


ELMM NA a , 

EMM NAg. 

证明 • 设策略 TT e U g ( X ) 以及 P 为其 资本： 

= f \ n 3 , dX 3 ), t ^ T . 

Jo 


⑴ 

⑺ 

⑻ 


2 . 无套利机会的半鞅模型.完全性 


* 625 ' 


假定， P 为等价于测度 P 的鞅测正如在 § la 中的注1所说， tt 关于 X 的可 
积性质关于测度 P 对它的等^测度？的替换不变.从而，如果 TT e U 9 ( X ), 那么 （3) 
中的向量随机积分也对测度 P 有定义. 

对于有和= 0的策略 TT e U 9 ( X ) NA g 满足的含义下）无套利的证明 

思想在于指出，关于测度 P ， 过程 XT 为上鞅. 

事实上，如果上鞅性质满足，那么 

EpXJ = 0, ⑷ 


因而，由条件 ( P - 和 P - a . s .) 立即得到所要求的关系式= 0 ( P - 和 P - a . s .). 
这样，我们确立了过程的上鞅性质. 

如果 tt e Il 9 ( X ), 那么 （ P - 和 P - a . s .) 

= + f i^s^dXg) > —( g , X t ). ⑻ 

由于向量随机积分的线性性质，由 （5) 我们求得. 

/ ( 兀 s + 5, dX 3 ) ^ —Xq — (g, X 0 ), ⑹ 

Jo 


关于测度过程 X 按假定为鞅，并且根据 J .- P . Ansel 和 K . Strieker 的结果(参见 
§ la 中的第6点)，⑹中的向量随机积分将一致下有界，因而是局 部鞅； （根据 Fatou 
引理）这就是说，它是上鞅. 

这样一来， ^ 

= + [ ( n s + dXg ) _ ( g，Xt — Xo ), (7) 

Jo 

其中随机积分为上鞅，而 ( g ， X t _ X 0 ) 抑为 艮鞅. 因此，对于 tt € U g ( X ), 过程 X 
关于测度？是上鞅，它与⑷一起证明了所要求的断言 （2). 

为了证明断言⑴只需要注意到，由分二 ( a ，0，... ，0)的⑹得到，（按局部鞅的) 
随机积分仍然是局巧鞅.由于 X 0 三1，故对于夕= ( a ，0, …，0)，量 ( 9 i X t ~ X 0 )=0. 
因此，⑺的右端为民局部鞅，以及断言⑴的证明完成，正如在蕴涵关系 （2) 的情 
形下那样. 

推论 .由⑴导出， 


ELMM NA + . (8) 

2. 断言 （1), ⑶和⑻可加强为下列形式. 

定理 2. 在半鞅模型 ， X d ) 中， 


ELMM => AT^4 + , 


⑼ 
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并且如果5 = (/， 〆 ，•..， 〆 ）有 ^>(M = 0， l ， …，木那么 


EMM 


呵. 


(10) 


证明. 设嗲€ %( X ), 并且功彡 0. 于是存在 ^ g ( X ) 中的函数序列使得 

|| 分 = essjup I UK 卜去一 0, boo. 


不妨碍一般性，可以认为，对于所有 ujen , 


」< ^( o ；) < l 

—k 、 9(X t (uj)) 、 k ， 


而这就是说， 


k k 


由于矿 e ^ g ( x ), 可求得策略 7T fc e Ug ( X ), 使得 


( 11 ) 


( 12 ) 


/ (7r k s ： dX 3 ). 

Jo 


与 （12) —起，这就导出不等式 




(13) 


(14) 


它表明，对于策略序列 (7 V k ) k >1 来说，用随机积分来描述的收益的负部（“风险 ”：) 随 
着 k 的增长趋向于零（“消失中的风险”). 


不等式（I 4 )显然等价于 


(9,X 0 ) 

k 


( 4 +|， 此). 


由于 M 9{ Xt )/ K 故考率到（13)， （15) 和 Fatou 引理，我们求得 


0彡 Ep *0 = Ep lim ^ = Ep lim 


if ， 


( 9 j Xt - X q ) 

k 


=Eplim (V + (d^T-Xo)^ 彡 

pT 

^limEp (7r s fc + | ， dX s )<0 ， 



》+ f， 此) 


其中后一等式由随机积分 



7r s fc + ^ dx s ) ( a < r) 的 艮 上鞅性质而得 


这样一来， P(0 = 0) = P (分= 0) = 1，它也证明了蕴涵关系 (10). 


(15) 


(16) 
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为了证明⑼，我们假定，矽 e ^+( X ) 和爹彡 0. 于是可求得屯 +( x ) 中的函数序 
列满足 


II 分 - ^ k \\oo= ess supl^M - i) k {uj)\ 彡 7 ： — 0， 

(jj K 

« 

并且 

Jo 

对某个 a/c ^ 0 关于 7 T fc € n a fc ( X ) 成立. 

由 （17) 和 （18) 我们得到 

又，同样如同在 （16) 中，我们求得 

0 ^ Epip = Ep lim *0 fc = Ep lim ^ 

(Eplim [ (7 r ^ dX s ) 

JO 

<limEp f « 风 )0， 

Jo 

其中后一不等式再次由随机积分 J » s ) (a r ) 的艮上鞅性质得到. 

定理得证. 

§2 c . 无套利机会的鞅判别准则 . II . 必要和充分条件（某些结果通报） 

1. 本节中将引入一系列关于（这样那样的形式的）无套利机会的 充要条 件的结 
果的陈述. 

我们再次记起,在离散时间情形下，断言 “湿 M m NA ，， 成立，它也被用来作 
为在一般半鞅模型的各种文本的原型. 

这时，如果说蕴涵 关系五 MM 4 M 可简单地证明，那么或者要 求具体 构造、 
或者要求鞅测度的存在证明的相反断言五#见4的确立，基于（甚至在简单的 
离散时间情形下看来也是如此!）远非简单的构造（参见第五章中的第2节). 

因此，毫不令人惊奇的是，主要属于 F . Delbaen 和 V _ Schachermayer ([100], [101]) 
的在连续时间情形下相应结果的证明相当复杂，而我们只能限于一系列有意思的结 
果的通报，其证明细节可在所指出的专门文献中找到. 

定理1 ([100]). a ) 设半鞅 X = (1， X \ … , X d ) 有有界分量.那么 


(17) 

(18) 

(19) 


EMM NA+ 


⑴ 
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b ) 设半鞅 X = ( l ， XV _., X rf ) 有局部有界分量.那么 


ELMM ㈡ NA + | (2) 

2. 为了在一 般半鞅 模型中陈述有关性质 NA + 满足 | 的充要条件的结果，按照 
[101], 我们引人 a - 鞅和 a - 鞅测度的概念. 

为此我们回忆起， 在离散时间情 形下， 每个 局部鞅 X 同时是 鞅变换 ，即（参见第 
二章 § lc 中的定理 ）X = + 7 . 乾其中 7 为某个可料序列，而 M 为鞅. 

如果深入分析第二章 § lc 中的定理证明，那么可以察觉，每个局部鞅 X 可表示 
为鞅变换 X =為+ 7 . 从，其中7是正可料序列. 

正是由于这一点以及按照[101]，我们将把有正值7的鞅变换称为 &鞅 .而在同 
一情形下，当对于随机序列 X 可求得测度 P ^ P , 使得关于它， X 变为^鞅时，我们 
将说，性质 & MM 成立. 

有了这些新概念,第一基本定理（第五章 §§2 b , c ; 也参见 §2 a 中的⑴）可表述 

为下列形式： _ 

| EMM 仁^> ELMM EaMM i \ M ~| (3) 

这一形式从它暗示通过怎样的途径可求得对于连 续时间 的第一基本定理的推广的视 
角来看很有用. 

著作 [101] 的作者的最大成功在于，为了在一般半鞅模型中求出无套利机会的 
文本的充要条件，应该转向的正是 V - 鞅”和 V - 鞅测度”. 

我们给出相应的定义. 

定义 1.半鞅 X = ( X 1 ，…， X ，称为 a - 鞅， 是指存在值鞅 M =(恥)和 
可积可料正一维过程7 = (7t)t 《 T, 使得 X = X Q - h 7 - M . 

定义 2 . 如果存在测度 P 〜 P ， 使得关于它半鞅 X 是 a - 鞅，那么我们说， P 为 
a - 鞅测度，并满足性质价 MM 

注 1. 正如已经注意到，术语 V - 軟”是在著作 [101] 中引人的.以前，这种过程 
称为（参见例如，[ 7 3]， [137]) 类 ( E m ) 的丰鞅. 我们强调， a - 鞅是鞅变换的特殊情形 
(参见 § la 中的定义 3). 

下列结果可称为在无套利机会的 NA + 文本的充要条件寻求中的最高点. 

定理2 ([101]). 在一般半鞅模型中， 


EaMM NA ^. 



注 2 . M . Emery 的例子 （§ la 第5点）表明， a - 鞅不一定是局部鞅. 

为了使定理1和定理2的断言与离散时间情形下的对应结果（参见 （3)) 的联系 
直观清晰，我们把它们改写为下列形式. 


. 无套利机会的半軼模型.完全性 


推论. 在一般的半鞅模型 X = (1 ， i = 1 ，…，《 r < oo ) 
中： _ 

EMM ELMM => EoMM 4==> 丽 + ① ⑸ 

在局部有界半鞅模型 X = = i = 1，…， d，T < 00 ) 中 _• 

EMM => ELMM 4=^ EkrMM ㈡ 丽 + (6) 

在有界半鞅模型 X = ( l , X 0 i^d = { Xi ) t ^ T , i = V ..， d ， 了 < oo ) 中： 

EMM ELMM ^ EaMM <^ llA ^\ (7) 


3. 现在我们转向％-文本的无套利的充要条件. 

定理3 ([447]). 在一般半鞅模型叉= (1， XV .. , X d ) { X 1 = ( Xi ) t ^ T , i = 
1，…， d，r < oo ) 中，对于有^ > 0 G = 0，1，…， d ) 的分 =(5° ，夕 丄，… ， 〆 ） 的条件 

NAg 等价于条件 EMM : _ 

EMM KA g ( 8 ) 

蕴涵关系4已经在上面确立.反方向蕴涵关系的证明思想大致如下. 

设 X = ( l ，^ 1 ，... , X d ) 为半鞅 • 于是，正如在[ 447 ]中所指出， X 满足条件丽 g 

当且仅当折现价格满足条件 M +. 由于是有界半鞅，故由断言⑺导 

出等价测度的存在，这就证明了断言 （8). 

为完成结果清单，我们还要举出下列两个反例. 

例1 (EMM NA ). 我们考察有 玖三 1和& =叭的 （ B ， S )- 市场，其中 
W = (W t ) t>0 为标准维纳过程（线性 Bachelier 模型; 参见第八章 § la ). 对于自融资 
策略 7 T =(况7)，资本 


= p t J t s t = / lu dS u . 

Jo 

令 r = inf { i : & = 1} 和 7 U = < t ). 于是 -\- S T , 而这意味着，如果 

XJ = 0, 那么 X ? = 1 ( P - a . s .). 

显然，在所考察的情形下,存在鞅测度（即维纳测度)，然而， 有 、< 勺的 
自融资策略 tt = { M ) 表明，这里有套利机会. 

例2 (ELMM 冷 NA , ELMM => 丽+，但办 NA g ). 设 e 1 ， i e [0,1]，以及 

x i 二 0^t<l, 

t —1 。， t=l ， 

①吾原 版知英 女也中 i 后 I 个 p 被减弱为 =x 


——译者注 
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其中 © 



以及 W = ( W t ) t ^ i 为维纳过程. 

过程 X 1 是局部鞅.由于 J ^ isdX ] = 1对于 7s = 1成立，故由此得到，经典含 
义下的套利成立.同时，由断言 （2) 得到,性质成立.至于性质 NA g , 则它在这 
里不满足.事实上,正如在 [447] 中，令矸=1，< = -1. 

于是那= 0, V = 1 — X , 1 彡 - g ( X t ), 其中 g { X t )^ l^XlXl = l . 


4.②所有我们前面的套利讨论都有关于描述资产演变的过程是半鞅的情形.现 
在再来考虑非半鞅情形下套利机会存在或不存在的问题是很自然的. 

下面我们考虑两个市场的例子，其中过程 S = ( S t ) t^o 是由参数 M 满足 
i < H < l 的分形布朗运动所构成的，它（正如已经在第三章 §2 c 中 
提到）不是半鞅，因而没有（局部）鞅测度.这一特点直接表明（参见第一章 §2 f 第4 
点)，在相应的“分形”模型中可能有套利 机会; 事实上,在下一例子中就有套利. 


例 3 ( NELMM ^- A ). 考虑下列线性结构的 （ S ，*?)- 市场: 


Bt = 1 , ^ = 1 + ^ ^ 0 , 


⑼ 


其中沪=是有参数 H 满足 - < 1 HU 1 的分形布朗运动.（参见第八章 §la 

的线性 Bachelier 模型 

我们考虑 （ Markov ) 策略 7 r = (/?, 7 ) 如下： 

A = -(Sf ) 2 - 2Bf, (10) 

7t = 2 Bf . (11) 


于是其价值 


= j 3 t^itSt = ~{Bff - + 2 Bf{l 4 - Bf ) = ( Bf ) 2 . 

运用第八章 §5 c 中的 It 6 公式 (22), 我们得到 

dX ^ = d { Bf ) 2 = 2 BfdBf . 

由⑼和 （11)， 我们看到 

dX^ = jtdSt. 

这意味着，所涉及的策略 7 T 是自融资的.由于 XS = 0 以及 X 卜 ( Bf ) 2 > 0对于 
t >0 成立，这就得到在这个(5,的-市场中在每个时刻 t > 0 ( 在 0- 容许策略类中）都 
产生套利. 


①原版和英文版中，这里的 K = exp ( W * - 
® 这一小点在原版中没有，而只有英文版中有. 


译者注 

译者注 
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由金融的视角来看，这是一个完全人为的例子，其中价格& 0 > 0) 可能取负值. 
我们的下一个例子没有这个缺陷. 

例4 (NELMM A ). 考虑如下的的- 市场： 

dB t = rB t dt , Bq = 1， (12) 

dS t = S t (rdt + adBf ), 5 0 = 1, (13) 

其中炉 = 仍然是 EE 满足善 < M 彡 1 的分形布朗运动.由第三章 §5 c 中的 
公式 （33) 可见，我们得到 


B t = e rt , 

(14) 

S t = e rt ^. 

(15) 

我们现在考虑满足下列条件的策略 TT = (/3, 7 )： 

A = l - e 2 气 

(16) 

7 t = 2( e ffB ? - 1). 

(17) 


对于这个策略我们有 

= f 3 t B t + lt S t = e rt ( e ^ - l ) 2 . 

运用第三章 §5 c 中的 It 6 公式 （32), 我们得到 

dX 卜 re rt { e aB ^ - I ) 3 也 + 2 ae rt ^ B ?( e aB ? - l ) dBf , 

并且容易看到，右端的表示式恰好就是 /3 t dB t + lt dS t 的表 示式； 为此只需考虑 
(14)-(17). 

这样， 

dX ^ = H t dB t + lt dS u 

它意味着由 （16) 和 （17) 定义的策略 7 T 为自融资策略. 

由于对于这个策略我们也有 Xf = 0以及对于 t>Q 有 Xf >0, 这个模型（正 
如在例 3 中的模型那样)，就为对于 i > 0 ( 在 0- 容许策略类中）的套利留下了空间. 

§2 d . 半铁模型中的完全性 

1. 类似于离散时间情形下的术语（参见第五章 § lb 中的定义 4), 我们说，半鞅 
模型 X = ( X ' X 1 ， … , X d ) 是 完全的 （或者 T - 完全 )，是指每个非负有界 多 r - 可测 
偿付索求 /:r 可复制（可达)，即可求得容许自融资组合 TT ， m % = f T ( P - a . s .). 
自然，可复制性质本质上依赖于容许考察的自融资策略类. 


. 632 • 


第七章随机金融模型中的套利理论.连续时间 


我们记得，第二基本定理（第五章 §4 a ) 断言,在有离散时间 （n < AT < oo ) 和有 
限种资产 ( d < oo ) @无套利模型中，完全性成立当且仅当鞅测度集合刚好由一个等 
价于测度 P 的测度（内所构成. 

2 . 下面将在等价鞅测度类 ，( P ) 非空的假定下，引进一个在一般半鞅模型下的 
完全性充分条件. 

在这一假定下，下列断言成立. 

定理 • 设鞅测度集合只包含一个 测度民 那么在类 S ^( X ) 中可找到策略 7 T ， 使得 
X ^^ f T ( P - a . s .) 对于任何有 Ep |/ r | < 00 的偿付索求 / r 成立. 

这一定理的证明可按下列模式来进行（比较第五章 §4 a 中的框 图)： 

丨夕 ( P )| = 1 驾 “ X - 可表示性”霉完全性. 

这里关于鞅测度 P €夕 ( P ) 的 “ X - 可表示性”意味着（比较第五章 §4 b 中的 
“ S - 可表-性”)，^个给定在同一个渗透概率空间 (^)^ T , P ) 上的鞅 M = 

与艮鞅 X —起有下列表 示式： 

Mt = Mo + f (^ gjdXs ), t < T , 

Jo 

其中 7 “ ⑷. 

蕴涵关系 {1} 由 J . Jacod (参见[ 248 ; 第 II 章])得到，并在 J . Harrison 和 S . 
Pliska 的著作 [215] 中首次应用于套利理论. 

蕴涵关系 {2} 可恰好如同离散时间情形下那样证明（参见第五章 §4 b 中的引理 
证明). 

关于完全市场的具体例子参见以后的第4节和第5节. 

3 •注 1. 在不完全无套利市场上的（局部）鞅的 “ X - 可表 示性” 问题例如在⑼ 
中考察. 

注 2 .余下的问题是在我们的叙述中经常提到的套利，（局部）鞅测度和完全性 
等概念的相互关系问题. 

强调以下这点是重 要的： 这些概念中的每一个最初都可相互独立地陈述.这时， 
无论是套利，还是完全性，都是对原来的（“物理”）概率测度来定义的，与所涉及的鞅 
测度毫不相干. 

在离散时间和有限种资产的情形 ( N < oo i d < oo ) T , 无套利原来有简单的等 
价特征（“第一基本定理 ”)： 鞅测度存在（少 ( P ) 一 0)，而在这样的无套利模型中，完 
全性原来等价于鞅测度的唯一性 (|^( P )| = 1) (“第二基本定理”). 

然而，如果考虑更一般的模型，那么完全可能无套利而不存在鞅测度，正如第六 
章 §2 b 中所引人的例1所指出. 




. 半鞅和鞅测度 


同样正确的是，不应该有这样的感觉（与“第二基本定理”相联系):关于完全性 
不能不说无套利机会，或者不能不说具有缺测度，而在逻辑上完全可能的是例如：’ 

a ) 完全性 鞞可在 无套利模型上成立，也可在套利模型上 成立； 

b ) 完全性可在不唯一的“经典”（即非负）鞅测度的情形下成立； 

c ) 完全性可在无“经典”鞅测度、但有唯一的“非经典”（即带符号的）鞅测度的情 
形下成立. 


3 . 半鞅和鞅测度 


§3 a . 半執的典则表示.随机测度.可料特征的三元组 

4 

1. 在第二章 §lb 和第五章 §3 e 中提到过离散时间情形下的典则表示. 

我们重提这种表示的要点. 

设丑= ( Hn ^ n ) n ^ O 为随机序列 ， /in = (= H n — 1) 对于 71 ^ 1 成立， 

而分 = 9( X ) 是有界“截断”函数，即在零邻域中等于 X 和有紧支集的函数（经常运 
用的函数 〆 $) = xl {\ x \ ^ 1)). 于是，由于 


9 V ♦ V f V 

H n = Hp -\~ y ^ hk = Hp y^(fefc - g { hk )) + y ^ g ( h k ) 


( 1 ) 


h 


k 


k 


故由 Doob 分解和函数 g ( h k ) 的有界性，由 （1) 我们求得 


H n =H 0 ^ E l9(h k )\^k-i] 

k=l 


r v _私 

^2[9( h k ) - Hg ( h k ) IU + ^[hk - g ( h k )l 


⑺ 


k 


k 


引人跳 跃测度 fx k ( A ) = I A ( h k ), ^ G 溪 ( R \ {0})， k ^ 1 , 以及它们的 补偿量 
^ k { A ) = E ( I A ( h k )\ ^ k - i ) = P ( h k e A I h ), 由关系式 （2)， 我们得到 


Hn =^0 + 


fc 


I g ( x > k ( dx )+ Y ^ g ( x )( fik ( dx ) - v k { dx )) 

1 fc=l^ R 


+ 



(x - g ( x )) fi k ( dx ). 


k 


R 


⑶ 


类似于在第五章 §3 e 所作的那样，关系式 （3) 可改写为下列紧凑形式 


H = g * g * ( fi - I/)(x - g ) * fi . 


表示式⑷称为序列丑 = ( H n ^ n ) n ^ 0 的典则表示. 


⑷ 
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注意到以下这点是有益 的：在 E \ h k \ < oo ( k ^ l ) 的情形下，把函数 〆 : r ) 取为函 
数分 ㈤ = ； T ， 表示式⑷仍然成立.另一方面，这也可表达为:序列丑= ( i / nj ^ n) n ^o 
的 Doob 分解在这一情形下有下列 形式： 

争 

蠡 

H = x * z / + x * (5) 

2. 现在我们转向在连续时间情形下，半鞅丑= { H u ^ t ) t >0 的典则表示. 

.设9 为某个截断函数.令 

H(g) t = J2[^H s - 9 (AH s )}. ⑹ 

S^t 

我们察觉，只要对于某个& > 0, I △札 I > 6,就有△瓦- g ( AH s ) ^ 0. 又由于对于 
半鞅 E (△瓦) 2 < 00 ( P - a . s .) 对于每个 i > 0成立（参见第三章 §5 b 中的 （24) 和 

8 ^t 

(25))，从而其实在 （6) 中的求和只包含有限个非零项，以至过程 H ( g ) 是正确定义的 
有界变差过程. 

过程 


H { g ) = H — H ( g ) (7) 

有有界跳跃 (| AiJ (^)| ^ b ), 而这就是说，它是特 殊半鞍 （参见第三章 §5 b ), 即 它有典 
则分解 


H { g ) = H 0 -\- M ( g ) + B ( g ), (8) 

其中 B { g ) = ( B t ( g )^ t ) t ^ 0 为有 B 0 ( g ) = 0的可料有界变差过程，而 M ( g ) = 
^ t ) t ^ o 为有 Mq ⑷= 0的局部軟. 

由⑺和⑻我们求得， 

丑 = 丑 0 + M{g)^ B ⑹ + J2l AH ^ - ( 紙 ) ]_ ⑼ 

S 彡. 

这个表示式是表示式 （2) 的连续类似.现在为了由 （9) 得到表示式 （4) 的类似，我们 
需要 随机测 度及其 补偿量 的概念. 

3 .设⑷，々为某个可测空间. 

定义 1. R + xB 上的 随机测 度是指 （ M + x E ,3§{ R + )^ S ) 上对于任何 a ; e Q 满 
足条件 M({0} x ^; a ;) = 0 的非负测度族 

/i = {fi(dt,dx\u;))UJ G fi}. 

例 1. 经典的随机（同时 是整数值的） 测度 / x 的例子为如下定义 的泊松 测度. 
设对于4 € ^( E +) 0忒，有 


m ( A ) = E / i ( A ; cv ), 




并且 m ㈤ 为 a - 有限（正）测度. 

我们将假定,对于任何 i € E 4 和满足 Ac ( t ， oo ) xE 的集合 A €溪 ( R +) 0必 
测度 m ⑷ < oo , 并且随机量 ju ( A , •) 不依赖于 a - 代 数界. 

如果对于任何 i e IR +， 测度（强度） m 满足 m ({ t } xB ) = 0, 那么 / x 称为泊松测 
度.如果同时， m(dt ， dx) = dtF(dx), 其中 F 为正 a - 有限测度,那么称为齐次泊松 
测度. 

术语“泊松”测度由它的性质解释如下. 

设 (Ai)^ 为 M + x 丑中有 miAi) < 00 的两两不交的可测集合序列.于是随机 
变量 fi(Ai), i ^ 1,相互独立，而 fi(Ai) 为有均值 m(Ai) 的泊松分布，即 

P^(A i ) = k) = e ~ m ^^ l{Ai)) \ fc = 0， l ， …. 

(参见 [250; 第 II 章， § lc ].) 

在第三章 § 5 a 中，我们引人了 M + xfi 中的子集的两个 a - 代数夕和夕，它们就 
是所谓可选子集 a - 代数和可料子集 a - 代数①. 

在运用 R + xB 上的整值随机测度时， a- 代数 罗=夕0€和穸0#起着重 
要的作用，它们也称为 R^ xQxE 的可选子集 a - 代数和可料子集 a - 代数. 

如果 W = W(t, 叫 : n ) 为14 x n x E 上的可选函数，而 M 为随机测度，那么我们 
将以 W * " = ((W * / x ) t H ，^ £ )^ o 表示如下定义的随机 过程： 

{W^fi)tioj)= / W ( 5 , a;, x)fi{ds, dx\ w), (10) 

y (0, t ] x £7 

而积分对于每个 a ; € O 理解为 Lebesgue - Stieltjes 积分，并且假定 

/ \W(s, toy x)\fi(ds, dx; u) < 00 ， t>0. (11) 

J(0,t]xE 

• > 

定义 2 . 随机测度"称为可选（可料),是指过程 W * /X 对于每个可选（可料）函 
数 w = w { t , uj , x ) 可选（可料). 

定义 3 .可料测度 m 称为歹-心有限，是指存在集合 x x 五的歹-可测分 
划 ( A n ) n ^ u 使得量 (I An * 中的每一个可积. 

下列定理是在关于 Doob-Mayer 分解的推论 2 (第三章 § 5b) 中陈述的断言的直 
接推广. 

①在第三章 §5 a 中，作者其实只引进了可料子集 a - 代数少，而并没有引进可选子集 a - 代数次 
这两个代数的区别在于轨线的左、右连续性.由于“常设”条件保证了轨线的右连续性,从而在 
常设条件下，已经没有必要再引进可选子集 a- 代数. 一 译者注 


第七章随机金融模型中的套利理论.连续时间 


定理1.设/ X 为歹 -(7 -有限随机测度. 

存在精确到 P - 无区别为唯一的所谓测度的补偿量的可料随机测度 P ,满足 
下列两个等价条件中的任何一个： 

a) E(W * u)oo = E(W * fi)oc 对于任何 M+x n x 五上的非负夕-可测函数 W 成立; 

b ) 对于任何 R ^ xQxE 上的非负歹-可测函数过程 | W | *// 为局部可积，过 
程 | W |* 1/也局部可积以及 W ^^ i - W ^ v 为局部鞅. 


章]. 


证明以及随机测度及其补偿量的各种性质参见 [250; 第 II 章]或者 [304; 第3 


注.补偿量测度 p 的直观性质之一如下.设集合 Ae < f , 于是有為= 0的过程 
x = ( X t ) t>0 以及 

X t = M((0，^ x A;co) - z^((0, x ^4 ;cj), t > 0 

为局部鞅，与此相联系的是 M ^称为（随机）鞅测度. 

例 2 .对于在例1中引人的泊松随机测度 / i 来说，其补偿量1/重合于强度测 


m. 


4. 我们转向 “麥可 测函数 W = W { t , w , x ) 关于鞅测度 ii~v 的随机积分 
vf 的概念. 

如果 \ W\^e < c , 那么对应于定理1，过程_ e < c) 并且于是可自然地 
按定义令 


— u ) — W^fi — W 


( 12 ) 


不难确立，这样定义的过程 W * (/x - ") = (W * (// - u ) t ) t ^ 0 具有下列两个 性质: 

a ) 它是纯间断局部鞅（参见第三章 §5 b ); 

b ) 其“ 跳跃” 


Mw * (/z - u)) t = w t 


(13) 


其中 


Wt 



W ( t ^ uj ^ x ) fi ({ t } x dx ' to ) - W ( t ^ u ^ x ) u ({ t } x dx \ uj ). 



这一性质表明下列定义的自然性（比较[ 25 0;第 II 章， § ld ]，[304; 第3章， §5]). 

定义 4. 歹-可测函数 W = W ( t ^ x ) 关于鞅测度 fx - u 的随机积分 

理解为间断局部鞅 X = ( X t )^ 0 , 它使得过程 AX = ( AX t ) t ^o 和兩=(兩) t > 0 无 
区别. 〆 

我们在上面看到，如果测度 m 的补偿量〃满足 | VT | * z / G (或者，等价的 

\ W\*fie <；)，那么可取过程 W ^ ii - W ^ v 作为纯间断局部鞅 x . 


然而，确保存在这样的满足 AX =汞的过程 X 的条件 | t^| * ^ G 可以 
减弱. 

为此我们引入某些记号，并且只限于引进结果，细节可在上面提到的专著 [250] 
和 [304] 中找到. 

设 


ch ((^) = ^{{ t } x E \ oj ), 

q ( u ;， B ) = y ^ I ( a s ( cj ) > 0)(1 - a s ( cj )), B G 溪 (R+) 

seB 



Wt { u ) = / W ( t y uj y x ) u ({ t } x dx ; co ) 

E 


我们将假定，对于任何有限 Markov 时刻 t { uj ), 



|W(T(o;) ， a; ， x)|i/({r(a;)} x dx \ u ) < oo (P-a.s.)， 


E 


并且令 




+ \w~w\ 


1 + |W| 


(14) 


定理 2 .设歹-可测函数 W = W ( t , u } t x ) 满足 

G ( W)e < c . 

那么存在唯一（精确到随机无区别）纯间断局部鞅，记为满足 

A(W*(fji-u)) = W. 


(15) 


推论.设 W = 0 . 于是，如果 


W 2 


l - h\W 


e *^ oc > 


那么关于鞅测度 /X - i / 的随机积分 W * ( fi - u ) (作为满足 A(W *(/!- u )) 
fW ^ jOj ^ x )^^} x dx ] uj ) 的纯间断局部鞅）有定义. 


注 .设帘=： 0. 那么 


[W * (" - I /)， W * (fi — I/)} = W 2 * fi, 


( 16 ) 


它由注意到下式 而得: 


2 


[W * (fi-u), W * ^ (△▼ * (M — v ))s ) 2 = {W' z *^} 

0<3^t 
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由所引人的等式（16)，我们显然得到，可料二次变差 

〈W * (M — 外 W ^{ fi - u ))= W 2 ^ v . 


5. 随机（同时是整值)测度的特殊情形是有右连续和带左极限的轨线的过程(特 
别是半軟）孖= ( H t ^ t ) t ^o 的跳跃测度： 

f i H (( O i t ] xA ; u ;)= h (△私 M )， 

0<8^t 


其中 Ae ^( R \{ 0 }). 

这样在 R + xE(E = R \{ 0 }) 上定义的随机测度，为歹 - a - 有限，因而，根据 
上面所陈述的定理，对于测度可定义它的补偿量 z /' 

我们再转向典则分解⑼. 

借助随机跳跃测度 〆 "，在 （9) 的右端中的后一项，可记作下列 形式： 

幻 △ 丑 s - g(^H s )} = (x~ g(x))*fi H . 

在第三章 §5 b (第 6 点）中，我们已经注意到，每个局部鞅可表示为（唯一的）连 
续的和纯间断的局部軟之和.因此，⑼中的局部鞅 M(g) 可表示为下列 形式： 


M ( g) t = M ( g ) 0 + M { g) c t + M ( g ) t , (17) 


其中 M ( g ) c 为连续成分，而 M ( g ) d 为纯间断成分. 

连续局部鞅 M ( g ) c 其实 并不依 赖于仏 并且正如在第三章 §5 b (第 6 点）中所注 
意到，对它通常运用记号 

至于是纯间断局部鞅的纯间断成分 M ( g ) d , 则它可表示为下列 形式： 

M ( 9 ) t = [ g ( x ) d ( ji H — i / H ). (18) 

t/(0,t]xR 

为了确立这一表示式成立,需要断定，首先是，函数 G ( g ) e < c , 其次是，位于 
(18) 左右端局部鞅的跳跃相重合.在完全一般的条件下，这在 [250; 第 II 章 §2 c ] 和 
[304; 第 3 章， §5] 中证明.这里只讨论一个特殊情形. 

如果假定， u H ({ t } xE ; uj ) = 0 j 那么 


G ( g ) = 


9 2 

1 + 1 ^ 



H 


和这个过程的局部可积性由下列事实 得到 ： g = g ( x ) 为截断函数和对于任何半鞅 H 
有 （ a : 2 A 1) * 〆 € ^ c . 从而,在所考察的情形下， （18) 中的“ 积分” 有定义. 
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• 639 - 


又， AM(g) d = AM(g) = g(AH) - AB(g), 其中 

△B(g) t = f g(x)j/ H ({t} x dx\uj) (19) 

JR 

([250]; 第 II 章， 2.14]). 因此，在 u H ({ t } xE ; u )^0 的假定下，我们看到， AB(g) t = 0, 
而这就是说， AM(g) d = g(AH). U Ag ^ (fi H - u H ) 也等于 g(AH), 因而， （ IS ) 的左 
右端中的纯间断局部鞅相重合. 

这样，由（9)，并考虑(17)-(18),我们得到下列表 示式： 

H = H 0 + B(g) + 把 + 5 * (， 一 〆) + (x- 沒 ㈤ ） * ， ， (20) 

它称为 半鞅丑 的典则表示. 

把表示式（ 2 0)与离散情形下的表示式 （4) 相比较，我们看到，在外表上，它们首 
先不同于在 （20) 中有连续成分 

6. 在典则表示式（ 2 0)中，有两个“可料” 成分： 和 z /' 半鞅丑 的第三个 
重要特征是“角括号”〈丑^，它是连续局部平方可积鞅的（可料）成分. 

定义 5 . 设孖= 为半戟，而5 9⑻为某个截断函数.我们记 

B = B(g),C^(H c ),u = ^ H . 

编组 


T = ( B , C , z /) 


( 21 ) 


称为半鞅丑的 可料特征的三元组. 

强调以下这点是重 要的： 在三元组 T 中的成分 C 和 z / 不 依赖于 “截断”函数 
9 = g{x) 的选择.但特征 B 依赖于 ff . 这时，如果 p 和 〆 为两个不同的“截断，’函 
数，那么 


B(g) - B(g’) = (g~ g f ) * v. 

7. 我们引人半鞅的某些可表达为可料特征尽 C 和1/的性质. 

a ) 如果丑为半鞅，那么 

(X 2 八 1) * 1/ € Moc, 

即过程 (/( o ^ jxR ^ 2 A l ^ du ) t > Q 局部可积.换句话说，存在 Markov 时刻序列 r n , r n | 
oo ( P - a . s .)， 使得 

E / (x 2 A l)dv < oo . 

7(0 ，tjxR 

b ) 半鞅丑为 特殊鞅 （特别是，局部鞅）当且仅当 


{x 2 ^\x\)^ue£/\ oc . 
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C ) 半鞅丑为 局部平方可积半鞅当且仅当 

x 2 e Moc . 

性质 a ) 的证明基础在于下列 事实： 对于半鞅有 E (△扎) 2 < % ( P - a . s .), t > 0; 

S^.t 

参见第三章 §5b 中的注 3. 关于性质 b) 和 c) 的证明参见 [250; 第 II 章， §2b]. 

d) 如果 H = H 0 + N^A 为特殊半鞅丑的典则分解，那么 

H — Hq + H c - JC * {fi — u) A. (22) 

换句话说,对于特殊半鞅丑来说，在其典则表示式 （20) 中，可取咖 ） = L 

e ) 我们把半鞅丑的可料特征的三元组（对于每个0 e R ) 与下列有界变差可料 
过程联系 起来： 

屯 (0)t = iOB t - yCi + J {e %6x - 1 - iOg(x)) u((Q, t] x dx;uj), (23) 

它称为（过程丑的）累 积量； 比较第三章 §lb_ 

设 


G ( 0 )= 


(24) 


其中 ^{ 6 )) = 为由 W ) 所构造的随机指数（参见第三章 §5 c 中的 

例 1): 


增 (0)) t=e ^ (1 + △綱 s ) e _ A 审⑻' 

0<s^t 


定理 3 •设△屯 (0) t _ — 1， t > 0. 那么下列断言 等价: 

1 ) H 为有特征 ( B , C , v ) 的半鞅； 

2) 对于任何 OeR , 过程 


e iOH t 

爾， 


t ^ 0 


(25) 


(26) 


为局部鞅. 

(其证明基于半鞅的脱公式，参见 [ 25 0; 第 II 章， §2d].) 

f ) 在半鞅类中，下列过程丑=构造最简单，它同时还是独 立增量 

过程 • 其独特的性质在于，对于它来说三元组 T = ( S ， C >) 是非随机的.换句话说， 

B = ( B t ) t ^ o t C = ( C t ) t^o 和补偿测度"= v { dt , dx ) 不依赖于 (参见 [250; 第 II 章， 
§4c]). 

因此，对于这样的过程，累积量 ^( 6 ) 不依赖于 a ;， 并且如果 A 屯⑻一 -1 ( 它 
对应过程 H = ( 历）按概率的连续性)，那么由 （22) 我们得到^吻-抓仏 ㈣ ―公式 





(^o = 0): 




exp — J ( e i ^ x — 1 — i 6 g [ p ^ j ) p ((0， t ] x dx ) ^ . 


在 Levy 过程情形下， 


(27) 



b - t , Ct = c - t , u ( dt , dx ) = dt - i /( dx ), 


以及 


Ee _ = e 坳 ⑼， 


其中 


ijj {0) = iOb — ~ 2 °~^ J { etBx — 1 _ i 0 g ( x )) v { dx ) 


(除了屯⑻ t 以外， 函数利 0 也称为累积量 .) 
测度"= u { dx ) 满足条件 


KW ) =〔 

并称为 LeVy 测度.（比较第三章 § lb .) 


(怎 2 八 1 ) * I / < 00 , 


(28) 


(29) 


g ) 我们考察 Levy 过程的下列特殊 情形： “带漂移和泊松跳跃的布朗运动 
更确切地说，设 

N t 

H t = mt + aW t + y ^ gfc , 


(30) 


其中 W = ( W t ) t ^o 是维纳过程（布朗运动), 6，匕…为有分布函数 F ( x ) = P(a ^ x ) 
的独立同分布随机变量，# = ( N t ) t ^ 0 为有参数 A >0 的标准泊松过程 ( EN t = Ai ). 
假定 W iV 和心，《 2 ,… ） 相互独立. 

下列关系式链容易导出典则表示式，并由此也可求得可料特征的三 元组： 


N t 


t 


H t = mt ^ aWt -f + aW t 



xdfi 


mt 十 j j g ( x ) di^j 


t 


+ f - f - y y g ( x ) d(fi - v ) 


+ j。J (x-g(x))dfi 

t (m X j g(x)F(dx)^ 4- ^aW t J J g(x)d(^ — v) 

+ 乂 卜 - g(x))dfi. 
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由此可见， 

B(g) t = i (m + A / g{x)F{dx) ) j 3 

C t = (J 2 t, 

du = XdtF(dx). 

h ) 离散时间随机序列 f = ( H n ^ n ) n ^ 0 可自然地置人连续时间模型（参见第二 
章 § lf ). 如果 H n = H 0 +Z h ki 其中〜 =△丑 fc ， 那么三元组 T = ( B ( g ), C , u ) 有下 

列结构： kl 

B{g)t = Y, e[ 5 (〜)|U 

l 辦 [t] 

c t = 0 , 

du((0,t]xA;u;)= J2 

l 淋 [t] 

其中 Ae 满 ( M \{0}). 


§3 b . 扩散模型中的缺测度的构造. Girsanov 定理 

1. §§2 b , c 中 有关无套利机会的充要条件的结果表明， X 才于 套利理 论相当重要的 
是能求出等价于原来概率测度的鞅测度或局部鞅测度. 

广泛流传的构造鞅测度的方法之一是基于 Girsanov 定理及 其各种推广的方法. 
另一种构造这种测度的方法是基于长期来在精算科学中众所周知的及 S d er 变换的 
方法（参见后面的 §3 c ). 

Girsanov 在其著名的著作 [183] 中所给出的 Girsanov 定理的陈述已经在第三章 
§3 e 中引入.本节中将引入其证明，考察某些推广,并给出适用于扩散过程和 It 6 过 
程的概率测度的绝对连续性和等价性的判别准则. 


2. 我们考察给定在渗透概率空间⑴，多，(多 *)go, P) 上的过程 X = 
它是有下列微分的凡 5 过程（参见第三章 §3d): 


dX t = a t (u))dt-\- dB u x 0 = 0, 

⑴ 

其中 a = 为某个满足下列条件的 过程： 


P (/ \a 8 {oj)\ds < cxd^ = 1, i ^ 0, 

⑺ 

而 S = (B t ， 多知 为标准布朗运动 . 

现在假设 (2 咖 ) ，界 ) 咖为另一个过程，并且 


P (/ (a 3 (uj) - a s (uj)) 2 ds < oo^ =1 ， t^O. 

⑻ 




在这一假定下，定义过程 z = ( Z t ,^ t ) t^o (比较第三章 §3 d 中的（21))，其中 


Z t = exp 


— ds ) dB s — ~ J * ( ct s _ dg^ds 


⑷ 


为非负局部鞅 （ 其局部化时刻例如为 n = inf ( S s - a s ) 2 ds ^ k \, k ^ l ). 


由 Fatou 引理得到，这个过程为（非负）上鞅,而这是说，根据 Doob 收敛性定理 


(参见第三章 §3 b ), Hm (= Z ^) 以概率 1 存在且有限. 
设 ^°° 


EZ 


⑻ 


^这等价于假定族 { Z u t ^ Q } 的一致可积性 .） 于是在（^，多）上可定义新的概率测度 
民满足 


dP = ZoodP . 


⑹ 


定理1 ( I . V . Girsanov ，[183]). 下式定义的过程5 = 关于测度 P 为 

标准布朗 运动： 


B t = B t — I ( a s — a s ) ds } 

Jo 


⑺ 


并且 


dXt = (it(oj)dt -f- dBt. 

证明在第 3 点中导出.现在提出某些推论和注记. 


⑻ 


推论1.设 


X t = B t — X / a s ds 

Jo 


⑼ 


其中 AeM ， 并且 


= exp J a s dB s — J ct^ds 


( 10 ) 


假定 EZ $ = 1，并令冰入 = Z ^ dP , 那么关于测度 P A ， 过程 X = { X t ) t ^ 0 为标准布 
朗运动. / 

如果 E 轉==1对于某个有限 r 成立，那么关于满足 dg = Z ^ dP T 的测度 P A ， 
过程 x = (x t ) t>0 将是时间区间 [o ， r] 上的标准布朗 运动， 这里 p r = p \ j ^ t . 


推论2.设 


T = T 


( cj ) 为有限 Markov 时刻，并且 


Eexp (XBt - yr 


(11) 
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令 # A = Z ^ dP , 其中= exp (^ XBr - 那么关于测度 P A ， 下式定义的 

过程 X = ( X t ) t ^ o 为标准布朗运动： 


Xt = Bt — A * (t At). 

注 1. 在第三章 §3 e 中引入的 Girsanov 定理的陈述是在0 < t < r 和 EZt = 1 
的假定下给出的.在现在所考察的0 < f < oo 的情形下，这一结果被附加这样的要 
求： 如果 at = 0和 A = 0对于 i > r 成立. 


注 2 . 性质 （11) 满足的已知充分条件为（参见例如 [288], [303]， [402]) 

Ee^ T < oo (“Novikov 条件”） 


( 12 ) 


sup Ee 

t^o 


rAt 


< oo (“Kazamaki 条件 ’’) 


(13) 


由于 supEe BrAt < ( Eei T ) 2 , 故条件 （13) 弱于条件 (12). 

t^o 

如果定义 t = inf {^: B t - 1}, 那么将有 E ， = oo , 以及更有 Ee ^ 
来，这里的条件（ I 2 )不满足.然而，条件 （13) 满足，并且对于这个时刻 


00. 这样一 


Eexp 




在所考察的停时 t 关于由布朗运动生成的流（多严 )^ 0 为 Markov 时刻的情形 
下，条件 （12) 和 （13) 可减弱. 


定理 2 ([282]). ip ( t ) 为满足下列条件的非负可测 函数: 

lim ( B t - ( p ( t )) = +oo (P-a.s .)， 

而丁 为关于流（多的 Markov 时刻. 

条件 


(14) 


lim sup E exp < -(r Ad) - ip(r A c) > < cxj 

N ~^°° l 2 J 


(15) 


或者条件 


lim sup E exp 


B TAa - < p(r Aa )> < oo 


(16) 


中的任何一个是满足等式 


Eexp^ T - -r 


(17) 


的充分条件，这里为使得 P(0 < a < W) = 1 的（关于（多严)沴。的） Markov 时 
刻 C 7 的类. 


注 3 .在 （10) 中所定义的过程= ( Z ^ 0 的情形下，对应的 “ Novikov 条件” 
和 “ Kazamaki 条件”陈述为下列形式： 


Eexp ! 去/ < 00 


(18) 


Eexp 


{U 


a s dB s > < 00 


(19) 


关于证明以及对形为 


Z t = exp 彳 Lt _ 豆 〈 L ， L〉 t 


( 20 ) 


的过程 Z = (Z t ) t ^ Q 的推广参见 [288], [如 3 ]和 [402] ,这里 I = (L t ) t ^ 0 为连续局部 
鞅（诸如过程 = Jq a s (uj)dB s , t^O). 

3. Girsanov 定理的 证明. 正如在离散时间情形下那样（参见第五章 §3 b ), 只需 
验证，对于满足 O ^ s ^ t ^ t^aeeR ( P - a . s .) 有 


Ep e 


i6{B t -B a ) 




为此，记 a a = a s — a s , B t = B t — Jq a s ds, 




Z t = exp 


(!> 


sdB s - - I a 8 ds 


(参见⑺和 (10)). 


根据 “ Bayes 公式”（参见第五章 §3 a ), 

Ep 卜_-瓦 ) I 叫= 1 e p -瓦 ) I 冗 

因而需要指出， （22) 的右端等于 e _ 以-吃 
为简单起见，我们考察 s = 0的情形. 

设 U t = e i 0§ K 于是根据1访公式（第三輋 §5 c ), 我们求得 

d{ZfUt) = ZtUt(pLt + i0)dBt — ZfUt—dt, 

Za 


即 


t 


e 2 


ZtU t = 1 + / Z s U s (a 8 + id)dB s - — Z 3 U 8 dt. 

Jo 2 J Q 


( 21 ) 


( 22 ) 


由此利用类似与在 Levy 定理证明中所运用的讨论，对于 E P Z t U u 我们得到方程 

EpZ t U t = - Y J EpZsUsds, 
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并由此我们断定 

Epe id§t =E P Z t Ut=e~^ t . 

公式 （21) 用类似的方式来验证，它也证明了 （7) 中定义的过程5 = (B t ) t>0 是 
标准布朗运动.关系式⑻由⑴和⑺来得到. 

定理得证. 

4. 这样，如果按测度 P 过程 X 有微分= a t (u;)dt + dB t ， 那么按 （6) 中定义 
的测度戸，这个过程有微分= a t (cj)dt + dB t , 其中5 = (B t ) t>0 是按测度 P 的布 
朗运动. 

注意到以下这点是重 要的： 如果所有讨论仅对时间区间 [0, T ] 来进行，其中 r 
可能是 Markov 时刻，那么取代条件= 1的应该是只要求满足条件 EZ r = 1. 

注4 .在 Girsanov 定理中设三 0, 即 


B t = Bt + a 3 ds 

Jq 


Z t = exp 



t 


a s dB s —— 



t 


a 2 s ds > • 


o 


于是，如果 EZ r = 1，那么按满足亦 t = Z T dP 的测度过程 


X t = B t + 



ct^ds 


y 合于总，并且是布朗运动（比较第五章 §3 b )， 即它也是鞅.这就说明了为什么测度 
P 在所考察的情形下，通常称为“鞅”测度. 


5 •设 X 为有微分⑴的加过程， 而 〆 = Law(X | P ) 为这一过程 X = ( X t ) t ^ 0 
在连续函数的（渗透）空间 ( C ,^ ? 中的概率分布. 〆 

Girsanov 定理看来是研究下列问题的适当的 工具： 什么条件下测度的局限 
^ =^ X \% 对于测度 /xf = f ^ B \% 来说是绝对连续的、等价的或者是奇异的？ 


测度，无非就是维纳测度（第三章 §3 a ), 因而，它涉及过程 X 的测度，关 
于维纳测度，的性质问题.在 / xf 《 W 或者《 < 的情形下，有意义的是还 


要给出 Radon-Nikodym 导数■和 


dfit 


的“显式”. 


这些问题在 It 6 过程的情形下在专著 [303; 第7章]中以及在半鞅情形下在 [250; 
第 III - V 章](通过引人丑 e 版叩 er 距离和过程）中有足够详细的研究 • 因此， 
这里只限于某些结果. 


我们将考察时间区间 [0,71. 



. 半鞅和鞅测度 
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假定 



a ^( cu)ds < oo 


(23) 


于是定义过程 Z = ( A )^ r 为 


Z t = exp 


(-/ a s { oj ) dB s - ^ J d 2 s {^)ds 


(24) 


定理 3. 如果 EZ r 二1，那么 




(25) 


以及 




E [ exp 


r T 1 r T 

I a 5 ( u ) dX 3 + - / c? s 
0 ^ Jo 


c ? ( u))ds 



⑼， 


(26) 


其中^ ^ = a ( u : X 8 (( jj),s < T ). 


证明.令（比较⑹） = Z T dP T 来定义测度？ t ， 其中 Pt 
Girsanov 定理，过程 X = ( X t ) t ^ T 关于测度为布朗运动，因而, 


P |^ r . 根据 


^( A ) = P T (X e A ) 


I 

J { u > : 


x(<v)eA} 


ZT ( co ) P ( dio ) 



E [ Z t \^ t ](^ Wuj ) 


{ co : X ( u )^ A } 


E ( I a ( X ( uj ))- E [ Z t \^]( u ;)). 


(27) 


设和⑻为實 r - 可测函数，满足 £[ Z t \^]{ uj ) = ^ r ( XH ). 于是由 （27) 根据 
Lebesgue 积分号下变量替换公式（参见例如， [439; 第 II 章§6])，有 

/X 孕⑷ = / $ T (X(o;))P(cL;) = f ^ T (x)fi^(dx), 

J {uj : X(u>)EA} J A 


而这就是说， ㈤ 《碎, 这时， 


為 Or ) = $ T ⑷， 


(28) 


以及 


dfij > 

d^Jjrp 


务 (X(o;)) = E[Z r | 碎 ] M 


(29) 


现在确立#《 / if . 为此我们察觉，由于 P T ( Z T ( cv ) > 0) = 1，故 P T 《卜（比 
较第五章 §3 a ) 以及 

"^■(^) = - (30) 

arj- 


因此， 
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碎⑷ = Pt(X(u;) eA)^= ^ t {I a {X{uj))Z^) 

= ^p t (Ia(X(u;))E^ t (Z^\ 碎 ) (a；)) 

= ^ r { x ) iJLT { dx ), (31) 

其中 $ T ( x ) 为 贫 r - 可测泛函，满足 Ep T ( Z^j ^)( cj ) = $ T ( X ( u ;)). 

由 （31) 断定， # 《 W 以及 

d u x 

^( X ( o ;)) = E ?t [ Z - 1 !^] ( cv ). (32) 

6. 我们转向 It 6 过程 X 为扩散型过程 的特殊情形，即在⑴中设 a t ( u ;) = 
A ( t , X { tv )), 其中 A ( t , x ) 为不可预见泛函 { A ^ x ) 关于 ( t , x ) 可测，且对于每个泛 
函 A ( t , x ) 关于; c 为爲-可测). 

当 

dXt = A ( t , X、dt dBf (33) 

的情形下，由定理3导出下列结果. 






以及 


p ( f A 2 ( t , X ) dt<oo \ =1 

/ 0 ^ T 、 } 〜 M ?. (40) 

P f y A 2 ( t y B)dt < cxd j =1 I 

7. 定理 3 和定理 4 的比较表明，如果在扩散型过程的情形下，对于 Radon - 
Nikodym 导数有“显式”公式 （37) 和 (38), 那么对于 It 6 过程，对应的公式（参见 
(26)) 提出了条件数学期望 E (*|^) 的计算.下列有独立意义的结果在求得 It 6 过 
程情形下对于 Radon - Nikodym 导数的“显式”公式是有用的，因为它可把 （26) 中的 
取条件数学期望的运算带到积分号下. 

定理5.设 x 为有微分⑴的 ns mi , 其中 

I E | a s ( a ;)|< i 5 < oo . (41) 

Jo 

设 A { t , x ) 为不可预见泛函，满足 


A ( t , X ( uj )) = E ( a t \^ t x )( cj ). 


那么有 

B t = X t - f A ( s , X ( uj))ds 

Jo 


的过程 1=( 瓦)是（关于流（多产)呀）的布朗运动_ 
如果除了 （41) 以外，有 


那么 〜 以孕， 


P 



( u)ds < oo ) = 1 


Eexp 




P 



A 2 { t , X ) dt < 




以及 





A ( s , B ) dB s — 



(42) 

(43) 

(44) 

(45) 

(46) 

(47) 

(48) 
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X 


dfjjrjy 

dfi 


B 

T 


( X ) = exp 



T 1 T 

A { s , X ) dX s ( A 2 ( s , X)ds I . 
0 ^ Jo 


( 49 ) 


过程 B = ( B t ) tKT 为布朗运动（如果 多 f = 多产， t > 0, 那么亙 就称为 X 的更 
新 过程） 的证明容易由半鞅的 ltd 公式（第三章 §3 d ) 应用于 ( t ^ s , XeR ) 
来得到.事实上， 


e 


i\(B t -B s ) = l + i X f e iMH) dBu 



3 



t 


+ iA / e iX ^-^[ a u ( u ) - A ( u , X ( u))]du 


s 


A 2 

T 



e iKBu-B 3 ) dn ^ 


(50) 


3 


由于 


E 




iKBu~B 8 ) dB ^ 



X 

8 


0, 


以及 


E 



e iX(B u -B s )^ u ^_ A ^ X (cj)))du 


S 



X 

8 


E 



e 


s 


ix(B u -B 3 ) E ( an(cj) _ A ( u , X ( u ))\ O 


X 

s 


0 


故由 （50) 我们求得 ( P - a . s .) 


^ e i \( B t - B s ) 1 = x — 


A 2 





C ( p i\{B u -B s ) 

2 /, V 



x 

s 


du . 


因而 ( P - a . s .) 


E ( e iX(B t -B 6 ) 


矽) 


e 


5 ) 


0 < 5 ^ t , 


(51) 


而这就是说，万是布朗运动过程.（轨线 ( B t ) t < T 的连续性由 （43) 得到 .) 
为了证明余下的断言，只需察觉到 


dfj/^ djjL^ 


dp 


B 





dfi 




d\x 


B 

T 


1 


并运用定理 3 和定理 4 的断言, 


8-定理1_ 5 都可推广到（1)， （33) 中的单个扩散系数取代为依赖于 i 和“过去 
值” X s < i ) 的多维过程 X 的情形（详情参见[加 3 ;第7章])_ 

我们引人这一方向上的下列结果. 

设 X = ( X t ) t ^ T 是下列类型的扩散 过程： 


dX t = a(t ， X)dt + /3(t ， X)dB u 


( 52 ) 



其中 a ( t ，: r ) 和 x ) 为不可预见泛函，并且 P ( t , x ) > 0;它们定义了下列随机积分: 



t 


f 3{ s , X ) dB s , 


o 


t 以及 / q T \ a ( s , X)\ds < oo ( P - a . s .). 

设 a { t , x ) 也是不可预见泛函，满足 / 0 T \ a ( s , X )\ ds<oo ( P - a . s .) 以及 


a 


a { s , X )- a { s , X ) 


2 


ds < oo . 


(53) 


令 


Zt = exp 



a ( s , X )- a ( s , X ) 

^ W ^) 


dB 8 


2 



a ( s , X )- a ( s , X ) 


2 


ds 


(54) 


于是，如果 EZr = 1 ， 那么关于有 dPr = ZrdPr 的测度 Pt ， 过程 X 将是有下 


列微分的扩散型 过程: 


dX t = 5( t ， X)dt + /3( t , X ) d § t , 


其中 B 为 (关于测度 Pt ) 的布朗运动. 

例. 设 = 响.于是 


dX t = X t 


a 


2 


m + — I dt + adBt 

Zt 


a 


2 


即 a ( t , X ) =( m+y ) X t , f 3( t , X ) = 令 a ( t , X ) e 0. 由 （54) 


(55) 


(56) 


^ f /m a\ „ 1 (m a\ 2 

Z ^ exp |(- + -)^--(- + -) t 


并且关于有亦 t = Z T dP 的测度 ？ r ， 过程 X = ( X t ) t ( T 有随机微分 


dXt = aXtdBt, 


(57) 


换句话说，关于测度 Pr ， 过程 X = ( Xt ) t ^ T 变为标准几何布朗运动（参见第三章 
§3 a ): 


a 


Xt = exp {crBt — —t ^ . 


(58) 


§3c. Levy 过程情形中的鞅测度的构造 . Esscher 变换 

1. 如果 X = ( X t ) t ^ T 是有局部特征 a ( t ， X ) 和 队 t , X ) 的关于原来的测度 P r . 
的扩散 型过程（参见 § 2 c 中的 (52)), 那么 Girsanov 定理指出新测度^的明显构造， 
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并且关于该测度，过程 X 有 ㉟ f ) 局部特征5仏 X )和如， X ).如果今时邱， X ) e 0, 
那么过程 X 变为关于测度的局 部鞅； 与此相联系的是该测度 P ： r 称为 局部鞅 
测度. 

该测度的构造本身按照下列公式来 实施： 

dPx = Zq^dPx} ⑴ 


其中办由上节的表达式 （54) 所给出. 

基于 Esscher 变换的构造新测度的方法本质上出于同样的思想.但是只考察有 
独立增 量的过程来作为原来的过程 X = ( X t ) t ^ T (特别是，由独立随机变量之和所形 
成的过程). 

4 

2. 我们记得，我们已经在第五章 §2 d (特别是参见第2点中的注）中遇到过 
Esscher 变换及其推广（“条件 Esscher 变换”).再注意到下列这点是有 益的： 正如构 
造“风险中性”概率测度的方法那样，原测度 Pr 通过 Esscher 变换变为测度 P T ， 同 
样是“无利可图事件赋以大权重”，而“有利可图事件赋以小权 重”； 这种方法在精算 
业中早在1933年 F . Esscher 发表论文 [144] 的时代就已知. 

例如，在保险公司的“寿险”保费的计算中，不是由（以很大的精度已知的）寿命 
分布 P T (“第二种死亡率表”）来计算的，并且它也有在有利事件和不利事件之间重 
新配置“权重”的引人注目的性质. 


3. 在进人一般情形下的 Esscher 变换的讨论以前，我们先考察下列简单例子（比 

较第五章 §2 d )， 它很好地说明了这种变换的实质. 

_ 

设 X 为有 Laplace 变换少 ( A ) = Ee A ^ < oo (A e M ) 的实随机变量，而 P = P ( dx ) 
为它在 （ R ， 激 ( R )) 上的概率分布. 

我们引人由变换定义的概率测度族 P( a) ，a € R : 

I 


P ⑷㈣ 


ax 


W) 


P ( dx ). 



如果令 


公⑷ (X) 


= Waj 


⑶ 


那么我们看到， Z ⑷㈤ > 0, EZ ⑷ ( I ) = 1，测度 P ⑷〜 P 以及 



⑷ 

⑻ 


由此得到 


Ep( a )X 


d ^ a \\) 

~ dx ~ 


入 =o 


na ) 

少⑷ 


⑹ 


在第五章 §2 d 中已经指出，如果随机变量 X 满足 P(X > 0) > 0和 P(X < 0) > 0, 
那么函数 ^( a ) 在某 t 点 S 上达到其最小值,对于该点显然有 ^( a ) = 0. 

因此，关于测度 P = P ⑻的数学期望 e Ep (5) X = 0,也就是说， P 是“风险 
中性”概 f 测度. 

性质 EX = 0 也可看作“一步”概率“鞅性质' 它也说明了 P 的另一个名 称：鞅 
测度. 


4. 现在设 X = ( X t ) t ^ T 是有下列特征函数的 Levy 过程（参见第三章 §3 a 和 
§lb 中的 (27)) 

Ee idXt =e* 綱， ⑺ 

其中累积量 

q 2 p 

^p{9) = %0b — —c + / (e t&x — 1 — i0g{x)) i/(dx), ⑻ 

以及 〆 t ) 为截断函数（例如， 〆 a ;) = xl (\ x \ ^ 1)). 

由公式⑺和（8)，形式上令0 = - zA , 我们求得 

Ee XXt =e 〜 ㈧ ， ⑼ 


其中 





— 1 — A ^( a :)) u { dx ) 


( 10 ) 


严格证明 Laplace 变换的表示式(9)-(10)的最简单的方式基于下列注 记:有 

z t X) = exp { AX t - f ^( A )} (11) 


的过程 


Z ( 入 )= (Z t (A) )^o 


是鞅.（证明由半鞅的 ItS 公式直接 得到. 这时，自然设 （10) 中的积分有限 .） 

类似于⑺，我们对于每个 a € M 引人概率测度 Pg )， 它借助于 Esscher 变换定 
义 如下： 

擎 

dP ( T } = Z^d?T, (12) 

其中 FV 为⑴，多 T ) 上的概率测度，关于它 ， jmx = ( X t ) t < T 为有局部特征（6, c ， z /) 
的 Levy 过程 • 


定理 1. 关于测度 P^，a € R, 过程 X = (Xt)t^T 也是有 Laplace 变换 


E p?) e AX * = 


( 13 ) 
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的 Levy 过程，其中 


y ?( a )( A ) = ( p(a + A ) - ( f ( o ) 


(14) 


证明由 “ Bayes 公式”（第五章 §3 d ) 导出； 根据后者， （ P @- a . s _) 有 


E p ( a ) (e 


X(Xt-X 8 ) 


T 


= Epg ) 


e 


X(X t -X s )^t 


⑷ 



⑷ 


麥 s 


=E ( e ( a + 入 )( x t-D-w ⑷ (t-s) I 見) 

一 ^g(^+A)(Xt—X a )—y>(a)(t—s) 


e 


(p(a+ 入） 一 p(a))(t-6) 


由此可见，关于由 Esscher 变换 （12) 定义的测度 P 沪， 过程 X = ( X t ) t<T 也是有公 
式 （13) 和 （14) 给定的 Laplace 变换的 Levy 过程.（比较 §3 b 中的 Girsanov 定理 .） 


定理 2 .关于测度 P ^ a) , aeR , 过程 X = ( X t ) t ^ T 的局部特征 （& ⑷， c ⑷， p ⑷）根 
据下列公式按局部特征 (6, c , v ) 来确定 ( g { x ) 为截断 函数》 



6 ⑷ = 6 + ac + / g ( x )( e ax — l ) u ( dx ) 

R 


c ( a ) = c ， 


u ^ a \ dx ) = e ax u { dx ). 


(15) 

⑽ 

(17) 


证明. 由定理1，按测度 P 沪， 过程 X 为 Levy 过程，且 


p ⑷ ( A ) =从⑷+ ⑷ 

Zi 





e Xx — 1 — A ^( x )) ( dx ). 


(18) 


考虑到 ^)( A ) = ip(a + A )- ^( A ), A e 队由 （18) 和 （10) 直接得到“联系 公式” 
⑽ -(17), 

5 •设 X = ( X t ) t ^ T (关于测度 P T ) 为 Levy 过程. 作为半鞅，这个过程有（一 
般来说不唯一的）典则分解 X = M ^ A , 其中 M 为局部鞅，而乂为有界变差过程. 
我们现在将把问题理解为 如下： 在局部特征 (6, c , v ) 怎样的条件下过程 X 为局部鞅 
(关于测度 Pt ). 

换句话说,我们对使过程 X 为鞅的测度 P T 的条件感兴趣. 

首先我们注意到，如果 X 为局部鞅，那么它因而是特殊半鞅，这就是说，必定有 
下列条件 满足： 


( x 2 A | x |) 氺 z / e Mac 


(19) 


(参见 §3 a 中的 （20)). 

设 X 为特殊半鞅以及 


X = N-hA 


( 20 ) 




为其典则分解 （ iv 为局部鞅，乂为有界变差可料过程)，而 


( 21 ) 


X — B + X c + 0 * (" — p) + (a — p) * // 
为其典则分解，（由 (19)) 它可改写为下列形式： 


X = B + X c + p * (/i — I/) + (x — ^) * (/X — z^) + (a; — ^) * ^ 


( 22 ) 


比较 （20) 和 （22)， 我们求得 
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A — B {x — g ) * 

因而可以断 定有可料特征三元组 ( B , C , u ) 的特殊半鞅 X 为局部鞅当 且仅当 

B ^ (x — g ) * 1 / = Q . 

由此得到，有局部特征三元组的 Levy 过程 X 为特殊半鞅当 且仅当 


J ( x 2 A \ x \) v { dx ) 


< oo 


(参见 §3 a 中的 （20))， 以及同样，为局 部鞅当 且仅当 



6+ / (x — g ( x )) j /( dx ) = 0. 

R 


如果 p (; r ) = xl (\ x \ < 1), 那么条件 （26) 取下列形式 


(23) 


(24) 


(25) 


(26) 



6 + / xv { dx ) — 0. 

|x>l 


(27) 


当然，也有可能，关于原来的测度 P 条件 （26) 不满足.在 这一情形下，借助于 
上面的 Esscher 变换的构造，把它转换为测度 P # 是有用的.由于“新的”局部特征 
(6 ⑷， c ⑷， z > 〉 ） 由公式(15)-(17)来定义，故由 （25) 和（27)，我们断定,关于测度 P # 
Levy 过程为局部鞅当且仅当 

J ( x 2 A \ x \) e ax u ( dx ) < oo , (28) 

以及 

b + ac~h f xu { dx ) + f x ( e ax - l ) u ( dx ) = 0. (29) 

Jr 

例 1. 设 + a 战 + kN u 其中 B 为标准布朗运动以及有参数 z / > 0的标 
准泊松过程 ( E 7 V £ = vt ). 我们阐述，在参数 a 值的什么条件下，过程 X = ( X t ) 吻关 
于测度 P # 变为局部鞅. 
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把表示为 

X t = ( m ~\- kv)t + aB t + k ( N t — ut ), (30) 

我们看到，如果 

m ku = 0, (31) 

这个过程将显然关于原来的测度为鞅. 

现在设 m ^ ku ^ O . 在所考察的情形下，过程 ( kN t ) t ^ o 有跳跃幅度 fc ， Wvy 测 
度 u { dx ) ~ v - / { fc }( dx ), 

Ee A(kNt ) = e _ fcA -(32) 
以及过程 X 的局部特征&和 c (对于截断函数 〆 a ;) = xl (\ x \ < A :)) 有这样的 形式： 

5 = m + ku y 


由 （29) 我们对于 a 求得下列方程（由于选择函数 〆 a :) = xl (\ x \ ^ k ) 为截断函 

数,关于集合 { a :: ㈣ > 1} 的积分应该替换为关于 { x : x > k } 的积分)： 

• < 

(m + ku ) -h ao 2 + uk { e ak — 1)=0. (33) 

如果 ^ _ 0,那么存在该方程的根,设为5,因而关于测度 P ^, 过程 X 变为鞍. 
如果 a 2 = 0,那么根3必须由下列方程来 求得： 


e 


ak 


m 


(34) 


由此可见，为使根存在，值 m 必须不等于零,并且 m 和&必须异号. 

6. 我们现在将假定，价格过程 S = ( S t ) t ^ T 由某个 Levy 过程 X = ( X t ) t ^ T 
生成： 

S t = e Xt . (35) 


下面考察的问题对于无套利机会问题的讨论很 重要； 这一问题 在于： 过程5对 
于原来的测度 Pr 或者关于某个借助于 Esscher 变换来构造的测度 P 0 是否为鞅？ 
正如在第3点中那样，我们从某个简单例子的讨论开始. 


设 X 为实值随机变量， $( a ) = Ee aX . (假定， $( a ) < oo , a G R .) 于是很明显，如 
果 蚵 1) = 1，那么随机变量5 = 〆 具有（关于原来测度的）‘‘鞅 性质” E 5 = 1. 

如果 企⑴笋 1,那么可尝试求出使得关于借助变换 （2) 来构建的测度 Pf ， 
将满足“鞅性质” E p ^ a )5-1. 

由于 T 


Ep(a)5 


E 


e ( a + l ) 叉 $( a + l ) 


企⑷ 


屯⑷ 


(36) 



故值 a 必定是下列方程的根: 


. 半铁和鞅测度 
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$(a + 1) - 

$( a ) = 0. 

(37) 

如果 X 是有参数爪 

和(7 2 的正态分布随机变量，那么由于 



$( a ) = Ee aX ： 

= e am + 华， 

(38) 

由（ 2 7)我们求得 

~ 1 
a = ~2 

m 

(39) 


现在我们转向 （35) 中定义的过程 S = ( S t ) t ^ T . 自然，在此以前，我们阐述，在 
怎样的条件下，这个过程关于原来的测度 P T 为鞅. 


定理 3. 为使过程 S = e x 关于测度 P r 为鞅，充分（又必要的）条件为 

/ e x i /( dx ) < 00 (40) 

j\x\>l 

和 1 

b-h - c -\-( e x -1- g ( x )) * 1 / = 0_ (41) 

证明 . 条件 （40) 与条件 （ x 2 八 1) * p < oo —起确保积分 ( e x - l ~ g ( x )) * z / 的有 
限性. 

显然， 

E ( e Xt ~ Xs \^ s ) = Ee Xt ~ Xs = e (卜 咖⑴， 

其中 p ( l ) 在 （10) 中定义，它恰好就是 （41) 的左端中的表达式.因此， 

E(e Xt |^)=e x % 

它也证明了过程 S = e x 的鞅性质.（条件(如）和⑷）的必要性在 [250; 第 X 章 §2 a ] 
中指出 


7. 设条件 （41) 不满足.根据定理1， 

* 

E p ( a ) ( e Xt ~ Xa \^ s ) = e (卜 (42) 

因此，很明显，如果2为下列方程 的根： 

咖 + 1) - ( p ( a ) =0, (43) 

那么关于测度 Pf ， 过程 S = ( S t U T 将是鞅. 

由 （43) 并考虑 （18), 将导致下列结果. 
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定理4.设5满足 


和 


6 + 


e ax (e x — 1) — g(x)^ *j / < oo 
5+ -) c+ (e Zx (e x - 1) - g(xj^ * v 


( 44 ) 


那么关于测度过程 S = (S t ) t ^T 为鞅 . 

例 2 .设私 = e &， 其中过程 X = (X t ) t ^ 0 在例1中定义.在这一情形下，方程 
(44) 取这样的 形式： 


m + 


+ aa 2 + v [e ak (e k - 1)] 


(45) 


如果 a = 0, # 0,那么 （45) 转换为方程 


ak 


771 


n(e fc — 1) ’ 


当 m #0, 而 fc 和 m 异号时，它显然有解. 


如果 A : == 0,那么 


S t = e mt+aBt 


是标准几何布朗运动模型（第三章 §4 b ). 根据 It 6 公式， 


(46) 


(47) 


dS t = S t lim — j dt adB t 


(48) 


m 


由 （45) 或由 （39), 我们求得 ， a = 


Zf 


exp 


-(告+吾) 


由于 


p^ e 


\x t 


exp 


a z t 


[-X + A 2 ] I 


故我们看到 


Law(X t \P^) = ^ 


cr 2 t a 2 t 

~ Y '~2 


(49) 


换句话说，关于测度 P ^， 过程 ( X t U T 有与过程卜同样的分 

\ ^ / t^T 

布，其中 w = ( W*)^T 为标准维纳过程（比较 §3 b 末的例子)，而过程 S = ( S t ) t^ T 


变为标准几何布朗运动. 


这样，在所考察的情形下,借助于⑽变换和借助于 及北 /ier 变换的鞅测度 
的构造导致同样的结果.（然而，这并不令人惊讶，因为在这一情形下，鞅测度是唯一 
的，而过程 X t = mt + aB t 既是扩散过程，又是独立增量过程 .） 

注.关于 Esscher 变换及其对期权定价的应用，参见 H . U . Gerber , E . S . W . Shiu , 
[177]， [178]. 


§3 d . 价格的鞅性质可料判别准则 .I 

i . 这节与下节献给求出使得半鞅价格 s = ( s t u (关于原测度 p 或者某个 
测度？《 p 的）鞅或局部鞅的可料判别准则（即表达为所考察的过程的可料特征三 
元组性质的判别准则).比较对于离散时间情形下的第五章中的 §3 f . 

我们从下列注记 开始： 对于不同的问题所考察的价格用不同的表示式看来是有 
用的. 

如果5= ( 氏，界)制为半鞅，那么根据定义， 

St = Sq at 77it, ( 1 ) 


其中 a = 为有界变差过程，而 m = 为局部鞅.这一分解不是 

唯一的_例如，如果 *5 = (5 t )^ o 为标准泊松过程（冼= 0, E & = At )， 那么在关系式 
⑴中既可取 at = &， mt = 0,又可取 a * = At , m t — S t — Xt . 

分解式⑴有“加法”特征.但如果假定5 = ( S t ) t >0 为特殊正半鞅，⑴是它的 
有可料过程 a = ( a t ) t ^ o 的分解，那么在氏 ―+ Aa t _ 0 的补充假定下，对于 S 有乘 


法分解 

> 



St ^ So ^{ a ) t S { m) u 

(2) 

其中 




= J ] (1 + Ag s ) e ~ A ^ 

⑶ 


0<s^t 


为随机指数，以及过程2 = ( 屯）和 m = ( 而）由下列公式来 确定: 


at = 




⑷ 


应用 It 6 公式，容易断定公式⑺ 成立; 详情参见 [304; 第2章 §5]. 

在（ 2 )中的两个随机指数的乘积可用 Ybr 公式（参见第三章 §3 f 中的 (18)) “转 
换”为一个随机 指数： 


^{a) t S{m) t = 


⑼ 


其中 


Ht — a t -\-fh t -\- [a, m] t , 


⑹ 


以及 
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[ a , m] t = ^ Aa s Am , 


⑺ 


0<5^t 


因此，对于 S = ( S t ) t ^o 我们得到下列表 示式: 

St = 


⑻ 


它看来在分析该过程的“鞅性质”时十分有用，因为随机指数 S { H ) 是局部鞅当且仅 
当苕为局部缺. 

前面（第二章 § la ) 已经注意到， 从随机分析 的视角来看，更有用的不是表示式 
⑻，而是按照“复利公式”的表 示式： 


S t = 5 oe Ht , 


⑼ 


其中丑= ( H t ) t>0 为某个 半鞅. 正是这个表示式 （9) 通常在金融数学中当作起点.由 
(9) 转换为 （8) 是按下列公式来实 现的： 


H t = H t ^ \{ H c ) t + J 2 ( eAHs - 1 - AH s ) 


( 10 ) 


0<s^t 


它的“微分-差分”形式可记为下列 形式: 


dH t = dH t + - d { H c ) t + ( e AHi - 1 - AH t ). 


( 11 ) 


为证明公式（10)，我们察觉，把 It 6 公式应用于 f ( H ) = e H , 


dS t 


_ 

S t - dH t + \ d { H c ) t + ( e AHt - 1 - AH t ) 

• _ 


( 12 ) 


另一方面，由 （8) 和随机指数的性质， 


dSt = St - dH t . 


(13) 


比较（ I 2 )和（13)，就导得公式 （10). 

注 1. 在公式 （10) 中的无限和绝对收敛 （ P - a . s .)， 因为对于每个半鞅丑只存在 
有限个时刻 s < t ， 满足 

|△私| > ■和 ( AH S ) 2 < oo 

0<3^t 

参见第三章 §5 b ). 同理，在随机指数的定义 （3) 中的无限乘积也绝对收敛. 

2.设丑为半鞅以及 


丑 = 丑 0 + S + 丑 c + p * (/x — I/) + (a; — g(x)) * ^ 


(14) 


为其典则表示式（关于某个截断函数 p = g ( x ); p = 严为 H 的跳跃测度以及 v = v H 
为其补 偿量; 参见 §3 a ). 

由 （10) 和 (14), 我们得到对于异的下列表 示式： 

H = H-h l ( H c ) + ( e 31 - 1 - x ) */x 
= H 0 + B + H c - h ~ ( H c ) + * ("-") 


+ ( a : — 9 ( x )) * /x + ( e x — 1 一 rr ) * //• 

(15) 

为变换 （15) 的右端，我们利用下面 这点： 如果 \ W \^ e^ c 
并且这时（参见 §3 a ) 

，那么 | W |* M G < C) 

— u ) = W*fi — W * u . 

(16) 

由此和由 (15), 我们求得，如果 


< 1) + e x I (\ x \ > 1) * 1 / e 

(17) 

那么 


H = K + H 0 + H c + { e x 

(18) 

其中丑 c + ( e 33 ~ 1) * (/x - i /) G ^ ioc ( P ) 以及 


K = B ^- ~( H C ) + ( e x - 1 - g ( x ))* u . 


这样，由 （18) 导出如下定理. 


定理 . 设条件 （17) 满足.那么弁 e ^ ioc ( P ) 和 S * € ^ Tioc ( P ) 当且仅当 

.^4 = 0 ( P - a . s .), t >0. 

(19) 
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在这一情形下，局部鞅 


H = H 0 - hH c ^{ e x - l )*( fi - z /). 

(20) 

例 . 设 H 为 Levy 过程，其二元组⑺， C ， i /) 有下列 形式： 


B t = bt , Ct = cr 2 t ， i /( dt ， dx ) = dt F ( dx ), 

(21) 

其中测度 F = F ( dx ) 满足 F ({0}) = 0 以及 


J ( x 2 A l ) F ( dx ) < oo . 

(22) 

我们在 

疒 


/ (| x |7(| x | < 1) + e x /(| x | > 1)) F ( dx ) < oo 

(23) 
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的假定下，来加强 （22). 

在这一假定下，价格过程& 
足下列关系式： 


冼#将(关于原测度 P) 为鞅，只要 （&，<X 2 ，F) 满 


6+ t + 



( e x - 1 - g ( x )) F ( dx ) 


(24) 


如果莰 


鞅，只要 


B〆 为银行账户,那么价格折现过程-二(― ) 按测度 P 形成 


6+ — H - / ( e x — 1 — g ( x )) F ( dx ) = r . 


(25) 


注 2 . 对应上节中的记号 （10)， 方程 （24) 和 （25) 中的左端是“累 积量” 函数 
^( A ) 当 A = 1 时的值.因此，公式 （25) 可赋以下列 形式： 


( p ( l ) = r . 


(26) 


注 3. 正如 §3 c 中的定理3所指出，在 Levy 过程情形下，条件 J \ x \ I (\ x \ ^ 
l ) F ( dx ) < oo 变得多余.（这个条件在 （15) 中利用公式 （16) 通过“合并同类项，，而 
得到 .；） 

§3 e . 价格的缺性质可料判别准则 . II 

1. 如果 §3 d 中的定理条件 （19) 不满足，那么关于原来的测度 P, 价格过程 
5 = S 0 e H 不是局部鞅. 

但是对于许多目标来说（特别是，对于无套利机会 问题; 参见 §2b) 只需存在某 

个有性质 P < P ^ P - P 的测度戸，关于它，过程 S 是局部鞅. 

有这种性质的测度的存在问题已经在离散时间模型中付以许多关注（第五章 
§§3a-3f). 

下面对于连续时间情形在半鞅模型中考察这个问题. 

~ 2 •设 （12,多，(界)咖， P ) 为随机 基底， P t = P\^t 为测度 P 在界 上的局限.又 

设 P 为多上的某个概^测氧满足 P < P ，即民 《 P t 对于所有 t > 0成立.我们 
将假定為={0， ^1} 和 Po = Po- 

我们关于使得这样那样的过程变为局部鞅的测度 P 的存在问题的研究，以对于 
局部鞅的⑽定理开始，_后者指出通过测度的绝对连续替换可生成局部鞅. 


定理 1•设 P 窆 P，M e 4 oc ( P )， = 0和 Z = { Z t ) t>0) 其中 


dPt 

dPt 


. 设二 


aYt 

次协变差 [ ilf ， Z ] 有 P - 局部可积变差，以及 ( M , Z ) 为可料二次协变差（过程 [ M , Z ] 

LL. .5 I 


的补偿量). 

那么过程 


M = M 


( M , Z ) 


⑴ 



是戸-局部鞅，并且特征❼〉 ( P - a . s .) 重合于 P - 特征 ( M C , M C ). 

证明. 对应于第五章 §3 d 中的引理， ® 

xz e M { P) ㈡ x G ^( P ). ( 2 ) 

(所指岀的引理的陈述和证明已经对于离散时间 给出； 在连续时间的情形下，它们自 
动成立 .） 1 

由断言⑶容易导出（详情参见[ 25 0;第 III 章， §3 b ]) 下列“局部’’ 文本： 

4 

xz e ^ioc(P) X e ^#i oc (P )， ⑶ 

(XZ) T - e ^ioc(P) ^ ^ioc(P), ⑷ 

其中 (XZ) T - = (X tATn Z^ Tn ) t ^ 0 g 及 T n = inf ( i^ t < 1/ n ). 

这样一来，为证明 M e ^ i oc ( P ), 只需断定 (MZ) t - e ^ i oc ( P ), n^l, 

设 

— _ . z ). (5) 

于是，按照 It 6 公式， 

(M-A)Z = MZ~AZ 

==(A/_ * Z + Z— • Af -4 - [Af, Z\) — (>1 * Z + Z— * A) 

=( M _ • Z + Z _ • M + ([ M , Z ]-( M , Z ))) 

+ (M, Z) - ^ • Z - (M ， Z) 

=M_ • Z + . M + ([M, Z]-{M, Z))-A- Z. (6) 

(6) 的右端的前三项为 P - g 部鞅.于是过程 （A . Z ) T - 对于每个 n > 1也是局部 
鞅.从而，根据断言（4)，过程 M e ^ ioc ( P ). 

这样一来，关于 测度邑 过程 M 变为有下列典则分解的半鞅： 

M = M A. (7) 

由此以^三次变差 [ M ， M ] 和[及，网的定义，借助于 Riemann 序列 ( M , M) 
和 S ^ n \ M , M ) 的极限（参见第三章 § 5 b 中的 （10)), 导出 [ M , M ] = [ M , M ] 精确到 
艮无区别条件下成立考虑到同样来自第三章 §5 b 中的（22)，我们断定可料二 
次变差 〈 M c ，7 lO 和〈及'兑，（关于测度丐重合. 

3 •设& = S Q e' 其 中丑： (H t ) t>0 为半鞅，并设 P 窆 P ， Z t =会. 

aP t 


® 原版与英文版中的下式都遗漏了 （ P). 


——译者注 
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我们假定,过程 Z = ( Z t ) t^o 由某个 P - 局部鞅 AT = ( N t ) t>0 如下生成： 

dZ t = Z t — dN t . ⑻ 

换句 话说， 设 Z = 盈 ( N ). 

我们把过程 S 表示为下列形式 ： S = S ^{ H ), 其中#根据上节中的公式 （10) 
由孖 所生成. 

设苕为有下列典则分解的特殊 半鞅： 


H = Hq A - {- Af , 

其中兑 e ^ lt ) c ( P ) 和1为可料局部有界变差过程 
记异为下列 形式： 


⑼ 


H = Uq + ^4 + AI = Hq + ^4 + (A/, N) + (Af — (Af , TV)) 


( 10 ) 


并且我们察觉 


( M ， Z ) = ( M , N ). 


( 11 ) 


于是由定理1，过程泣- ( M , N ) 关于有此= Z t dP t (t > 0) 的测度 P 为局部缺. 
因此，下列定理成立. 


定理 2. 如果分 为有典则分解 （9) 的特殊 半鞅， 测度 P < P 以及过程 Z 
( Z t ) t ^ o 有表示 式⑻， 那么 


A + ( M , iV ) = o H e ^ loc ( P ). 

4. 设上节中的条件 （17) 满足，并且过程 AT 有下列表示式 


( 12 ) 


# = /3 •丑 C + ( Y —1) *("-0， (13) 

其中可料过程/? = (A(o;))^o 以及歹-可测函数 1" = Y ( t , u ), x ), ^ 0, a; e x e R. 
(在 （14) 中， /x = ，， i/ = 〆，并假定，X才应的关于 H c 和 M p 的积分有定义 .） 

运用 §3 d 中的对于互的表 示式： 


H = H 0 - l - K - hH c ^( e x (14) 

于是，如果认为 u ({ t } x 批 a ;) = 0,那么我们求得（参见 §3 a 中的第4点末的注） 

( M , N )=/3. ( H c ) + ( y - l )( e x - 1) * z /. (15) 

由断言 (12), 公式 （ l 4 ) 和 （15), 以及 §3 d 中的（19)，导致下列结果. 





定理 3 .设 § 3 d 中的条件 (17) 满足， u{{t} x dx;cu) = 0 以及 


\Y — 1| \ e x — 1| * ^ < oo 


(16) 


于是，如果 


B-h {H c ) + (e" - 1 - g(x)) * + (e" - l)(r - 1) * z/ = 0, 

那么关于有 = Z t dP (t^O) 的测度？，过程异 和 S = S Q 雄) 是局部鞅. 


(17) 


例.设过程丑为在 §3 d 的例中所考察的 Levy 过程，并且设 /3 3 (co) = /?以及 
y = y { x ). 于是，当条件 


6+f-+^J(7 2 + / (e x - 1 - g(x))F(dx) + ( e x -1)(Y-l)F(dx) =0 


满足时，过程异和 S ❹异）是艮局部鞅 

我们察觉，条件 （18) 也可赋以下列 形式: 


(18) 


6 + ( 豆 + A) cr 2 + ^ ((e T - 1)F — g(x)) F(dx) = 0. 

在 /? = 0 和 Y = 1 的情形下，这一条件重合于 §3d 中的条件 （24). 
我们记得 §3c 中的累积量函数 < p ( X ) 的表示式为 


(19) 


p(A) 




A6+ y(7 2 4 - J (e Xx - 1 - Xg(x)) F{dx) 


( 20 ) 


于是取/3 = 3；和 y(x) = 士，由 （20) 我们求得，条件 （19) 将满足，只要3：选为 
下列方程 的根： 


(p(X + 1 ) - (f(X) = 0 . 

如果历== B 0 e rt , 那么折现价格!关于测度？形成局部鞅，只要此 
和 = Z t -dN t , 其中 


( 21 ) 

Z t dP t 


N 


X H C + (e Xx _ 




( 22 ) 


以及3；是下列方程 的根: 


(f(X + 1 ) — (f(X) = r. 


(23) 


§3 f . 局部軟的可表示性 （“( i/ c ，/i — 可表示 性”) 


dP t 


1. 在上节中假定, 有厶 = g 的密度过程 Z = (Z t )^ G 是 P- 局部鞅，且有（参 
见 （13)) 表示式 Z = 《(N), 其中/局部鞅 AT 是两个关于的积分之和. 
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把这个表示式与离散时间情形下的可表示性”（第五章 §4 C ) 相比较，自 
然把它称为“(把#-〃)-可表示性”，它也说明了在本节标题中这些词的出现. 

在非常一般的情形下，局部鞅的可表示性的问题在 [250; 第 III 章 §4 c ] 中讨论. 
因此,这里还留下的只是与套利问题有直接关系的关于完全性和对原来的测度局部 
绝对连续的概率测度的构造的某些一般结果. 

2. 首先我们注意到，为使局部鞅按局部鞅丑 c 和鞅测度 ix - v 的¥表示性有一 
个令人满意的解，对基本结局 o ; 的空间结构要附加某些补充假定.也就是说，今后 
我们将认为， D 是由所有右连续和有左极限的函数 o ; = ( u t ) t ^ o 所组成的典则空间. 
(关于这方面也参见[ 25 0;第 III 章， 2.13].) 

以后考察的随机过程 X = ( X t ( u ;)) t > o , 特别是半鞅，将被假定为典则给定的，即 

石(0；)三 U ) t ， 

渗透 a - 代数族 (^)^ o 将被理解为这样的 a - 代 数族: 

界=门巧 0 ， 

S>t 

其中$二 a ( oj ： u) u ,u ^ s ). 我们也将假定 多 =\ j ^ t . 

设 P 为⑴，多）上的概率测度， P * = P | 界 ， O 0,以及丑= ( H Ut ^ t ) t ^ 0 为某个 
有可料特征三元组 ( B , C , v ) 的半鞅.为简化讨论，我们将假定丑 0 = Const ( P - a . s .). 

三元组 （ S ， C » 什么时候唯一确定测度 P 是一个多方面有意义的重要问题 .一 
般来说,这是没有答案的，正如下列最简单的“确定 性的” 例子所表明. 

例如， 设11= ( II t ) t > o 是下列（常）微分方程 的解： 

H t = 2\ H t \^ 2 , H 0 = 0 

(它有“非 Lipschitz " 右端).这个方程显然有两 个解： 尽 (1) 三0,忠 2) =汽两者关于 

测度 P ⑴和 P ⑺都是半鞅，其中 P ⑴ “ k 落” 在轨线叫三0上，而 P ⑺ “ 坐落” 在轨 

线叫= t 2 上.同时，在两种情形下，它们的三元组（万， O ) 重合，并且 C = 0,^ - 0 
以及 B t ( co ) = Jq 2\ u ) s \ 1 ^ 2 ds . 

3. 对于“(丑可表示性”问题，三元组和概率测度的唯一性的作用在下 
列命题中体现. 

定理 1. 设在典则概率空间 ( n ,^, (^ t )^ o , P ) 上给定有三元组 ( B , C , u ) 的半鞅 
H = H 0 : Const , 并且测度 P 在下列意义下是唯 一的： 若 p ， 为另一个 

使得丑有同样的三元组的测度，并且 P ， 窆 P ， P 〗 = P Q ， 则 P ， = P . 

那么每个局部鞅 ( AT t ，界） 有下列表 示式： 


N^N 0 -^f-H c ^W*(fx-u), 


⑴ 


其中/为有/ 2 . ( H c ) e 的可料过程， 而 W 为有 G ( W ) e ( pa ) 的戸-可料 

过程. 

这个结果及其推广（“表示基本定理”）参见[ 2 50;第 III 章 §4 d ]. 

由所引入的定理导出下列关于“ (把 , /X - 外可表示性”的有用结果（特别是与 
无套利完全模型相联系). 

定理 2 .设 （ Q ， 多，(多 ) g 0 ， P ) 为典则渗透概率空间. 

a ) 如果丑= ( H t ,^ t ) t ^o 是布朗运动过程，那么每个局部鞅 iV = ( N t , 和 t>0 有 
下列 形式： 

N = H 0 + f , H ， (2) 

其中 / 2 .〈 i /〉 G < c . 

b ) 如果半鞅丑 =(Hu 島) 是独立增量过程，那么每个局部鞅 AT = ( N t ^ t ) t>0 
有表示式 （1). 

证明直接由定理 1 得到，其中运用维纳测度的唯一性以及下列 事实： 对于独立 
增量过程,其三兀组是确定性的，并且按它的概率分布（由 L6vy - Khinchine 公式）唯 
一 确定. 

注意，断言 a ) 已经在前面（第三章 §3 c ) 引人. 

4. 除了定理2中所叙述的属于“经典的”情形 a ) 和 b ) 以外，再简要地叙述一 
种也使局部鞅的“(丑、-外可表示性”结果成立的情形. 

我们考察随机微分方程（比较第三章 §3 e ): 

dH t = b ( t , H t )dt + a ( t , H t ) dB t + g ( S ( t , H t , x ))(/ j ,( dt , dx ; uj ) — u { dt ^ dx \ uj )) 

+ 〆 (你， h u x ))^{ dt , dx \ u ), ( 3 ) 

其中 b , a ， S 为 Borel 函数 ， 5 = 为截断函数， g ’( x ) = x - g ( x ). B 为布朗运动，" 

为有补偿量 v { dt , dx ) = dtF ( dx ) 的齐次泊松测度 （§3 a ). 如所周知（参见例如， [250; 
第 III 章， §2 c ])， 在满足线性增长条件的（局部） Lipschitz 系数的情形下，（有初始条件 
H 0 = Const W ) 随机微分方程 （3) 有唯一强解（第 III 章 §3 e ). 这时竟 然有： 不管其 
上定义布朗运动和泊松测度的原来的测度是什么，解过程好在典则空间⑺，多）上 
的概率分布唯一确定. 

过程丑是有三元组 ( B , C , I /)的半鞅，其中 

= / b { s , oj 3 ) ds , 

JQ 

C t ( uj ) = / a 2 ( s , u 3 ) ds , 

Jo 

u ( dt ^ dx ] co ) = dtK t { uj u dx ), 
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以及 K t ( cut , A ) = / ^\{ o } , x )) F ( dx ). 

这样一来，在对系数具有所陈述的条件（局部 Lipschitz 条件和线性增长）下，可 
以断定，每个局部鞅 N = ( N t ， t ) t >0 有 “(丑 c ,/x _ ")- 表示” _ (详情参见 [250; 第 III 
章， §2 a ].) 

§3 g . 半铁的 Girsanov 定理.概率测度的密度结构 

1 . 如果 AT = ( Mt ， 界)咖为风多，(多 t ) oo ， P ) 上的局部鞅，并且测度 P 《 P ， 
那么关于这个测度，过程 M 也是半鞅（参见 §3 e 中的⑺). 

尤其引人注目 的是： 关于这样的测度替换，半鞅还是变为半鞅.换句话说，半鞅 
类关于局部连续测度替换是稳定的.（这个结果是半鞅的 It6 公式（第三章 §5 c ) 的简 
单推论 .） 

从金融数学的无套利机会的视角来看，特别有意义的问题在于，对于怎样的有 
性质为？ ％ p 或 P 1 篆 P 的测度 P ， 所考察的比如描述价格动态变化的半鞅 X 是局 
部鞅或鞅. 

2 . 求解这一问题的重要途径之一在于阐明，当测度 P << P 进行局部绝对连续 
替换时，有三元组 ( B , C , u ) 的半鞅的（关于测度 P 的）典则表示式 


X = Xq -\- B -\- X c + g * (fi — v ) + {x — ^( x )) * 


⑴ 


怎样变换为有新的三元组 ( S ， d ， P ) 的该半鞅的（关于测度 P 的）典则表示式 


X = Xq B -\- X c + y * (/x — i^) -{- (x — ^(x)) * \x. 


( 2 ) 


dP t 


设石 = .令 


d { Z c , X c ) I ( Z ^ > 0) 
d ( X ' X c ) Zl ~ 

E 二(丟 7(Z— >0)| P ) 


(3) 


⑷ 


其中 € 为关于 (^ xE + ^( M + ) ^ 上的测度的均值，它由公式 

W * M ^ = E ( W ^ fi ) 对于所有可测非负函数 W = W ( uj , t , x ) 有定义.（比较第五章 


§3 e 中的 Y n { x , uj ), M n ( dx ， dw ) 的定义 .） 

过程/5和 Y 在测度替换时的三元组变换问题上起着关键作用，而下列结果经 
常称为半缺的 “ Girsanov 定理”. 


定理1.设 P 篆 P ， Z t 

(2) 和⑷来定义. 


dP t 

dPt 


， t 彡0,而过程/?和 Y 由 Z = ( Z t ) t ^ o 按照公式 


• 半鞅和鞅测度 


那么由下列公式定义的 §， C 和 


§ = B + f 3 .C + g ( x)(Y -1)*% 


⑻ 


C = C, ( 6 ) 

（7) 


给定了半鞅 X 按测度 P 的三元组文本. 

这一定理的证明（不仅是在所陈述的一维半鞅情形下，并且也在多维情形下）在 
[250; 第 III 章, §3 d ] 中给出，在技巧方面是相当困难的.证明的细节可在所指出的专 
著中找到，这里我们介绍这一定理的断言内容. 

首先我们注意到，对于离散时间情形，对应的结果在第五章 §3 e 中证明，其中说 
明了测度和量 y 的（按时间）离散类比的含义. 

断言 （5) 指出，三元组的 S 成分怎样变换“更新”. 

断言 （6^ 是说，连续鞅成分的平方特征其实在绝对连续测度变换下是不变 
的（精确到民随机等价性). 

断言⑺指出， F 无非就是测度 P 关于测度^的 Radon - Nikodym 导数. 

3. 如果半鞅 X 是特殊半鞅，那么在典则表示式 (2) 中可令贞 a ;) = X ，于是 

X = Xq -\- B X c + x * (" — u), (8) 

由此可见，特殊半鞅 X 是局部鞅只需 B = 0. 与定理1 一起，这一注记导致下 
列命题. 


定理 2 .设 P 《 P ， 并且这时 （ re 2 A | x |) * 公 € C 那么关于测度？的特殊半鞅 
X 为局部鞅只需 


B (3 • C -\- x{Y — 1) * i / = 0. (9) 

4. 公式⑻和⑷表明，已知 z = ( z t ) t ^ 0} 怎样求得/?和 y . 现在自然会提出 
反问题，怎样由/?和 r 来求得对应的过程 Z . 

这一问题的求解开发了构造使得半鞅变为局部鞅的测度 P 的途径.事实上，如 
f p 和 y 满足条件（9)，并根据它们建立过程 Z , 那么按照有= Z T dP T 的测度 
民过程 X = ( X t ) t ( T 将在 [0, T ] 上为局部鞅 • 

设 X 为给定在典则空间⑴，多，(界 ) oo , P ) 上的半鞅.假定，每个 P - 鞅 M 有 
“( X e ，/ z - z /)- 表示 式”： 


M = Mo + / - X c — 


(参见 §3 f 中的公式⑴.) 


( 10 ) 
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定理 3. 设戸《 P ， Z = (Z t ) t>Q 是密度过程， u({t} x E-uj) = > 0, /?和 r 按 

公式 （3) 和⑷ 定义. 那么 （当 “(X c ， /x-z/)- 可表示性”性质满足时）过程 Z 满足关 
系式 


Z = Z 0 + { Z 肩 . X c + Z _( F - l )*(/ x - z /). (11) 

如果对所有 t > 0有 

p 2 . ( X c )t + (1 — W ) 2 * i/t < oo , (12) 

那么有 

爪 = /3.W + ( r — l )*(/ z- 外 (13) 

的过程 TV = ( N t ) t>0 是局部鞅.过程 Z = ( Z t ) t>0 是下列 PoMan 方程 的解: 

dZ = Z _ dN ， (14) 

并且可表示为下列 形式： 

Zt = Z 0 S , ( N ) t , (15) 

其中 

S { N) t = e N ^-^ 2c ^ J] (1 AN 3 ) e ~ ANs . (16) 

0<8 ^.t 

所引人的定理陈述假定 v {{ t ] x E ; u ) = 0. 这个条件意味着，过程X是拟左连 
续的，即，对于任何可料停时 T， 量 △& = 0在集合 {T < OC} 上成立.在一般情形 
下，X才应的陈述及其证明在 [250; 第 III 章, §5 a] 中给出. 

注. 关于定理2和3的结果在扩散模型中的直接应用参见下面的 §4a. 

4. 在股票扩散模型中的套利、完全性和对冲定价 

§4 a . 套利和无套利条件.完全性 

1. 无论是在离散情形下，还是在连续时间情形下，前面都已经对使价格为鞅或 
者局部鞅的概率测度的构造赋予足够多的关注.与此相联系的主要是,存在等价鞅 
测度在足够广的假定下，可用来断定无套利机会（参见 §§2b，c). 同时，所有这样的测 
度的集合的价值在于，运用缺技巧，可导出例如公平 （合理） 价格的计算，求出对冲策 
略等等. 

在本节中，无套利机会的问题将对于价格是/纪过程（第三章 §3d ) 的情形来 
讨论. 

— 2 •设 队多， P) 为概率空间，其上给定布朗运动 S = ( B t ) t ^ 0 . 我们将以(^)^ 0 
表示布朗（维纳）渗透 a- 代数流，即 ex - 代数界= a(^° U JT ) 的流， 其中％ 二 
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a ( B s , s 彡0以及 ，= M G 多 ： P ( A ) = °}* (详情参见第三章 §3 a .) 这时将假定 
^ = V^t (= a ( U ^ t )). 

渗透概率空间 ( Q ,^, (<^)^0, P ) 满足常 设条件 （第三章 §3 b ®)， 并将作为描述 
概率统计不确定性和可接受信息结构的 随机基底来 考察. 

设氏 = 5 0 e ^ 为某种资产的价格过程 （ S Q > 0)，比如，有 

Ht = I ( Ms _ dx + j a sdB s ( 1 ) 

的股票的价格过程，其中 /i = 和 a = ( at ^ t ) 为两个随机过程，满足 ( P - a . s .). 

条件 

( 2 ) 


⑻ 


⑷ 


⑻ 

如果 fi t = fj ,, a t = a ^ 0, 那么我们得到标准 Samuelson 扩散模型 ([420]), 它用 
几何布朗运动来描述股票价格的动态变化（第三章 §4 b ): 

dS t = S t (fidt 4- adB t ). (6) 

Zt = eXP (~ a Bt ~ l ( a ) 2t )- ⑺ 

那么 EZ t = 1，并由 Gir ⑽ nm ; 定理（参见第三章 §3 b 或 §3 e ) 得到，对于每个 T > 0, 
关于有 ~ 

dPT = ZxdPx ( 8 ) 

的测度卜（其中 Pt = P \ 多 T ), 过程 *5 = ( S ti ^ t ) t > 0 变为鞅，且其微分为 

dS t = aS t dB u (9) 

其中 B =(风，多是 Pt _ 标准布朗运动. 

这样一来,在 EZ T = 1的情形下，在 ( Q ^ t ) 上构建的测度等价于测度 Pr 
( P7 1 〜 Pt )， 且关于它过程5 = 、 St , 穿 t 、 t ( T 为軟. 

①原版和英文版此处记为 §3 a . 



V 


V 


\ fjL s \ds < OOy I a 2 s ds < 00 ， t > 0 

0 Jo 


由 ltd 公式得到 


其中 


即5有随机微分 


dS t = S t dH t , 


八 ft ft 

Hf — I fi s ds "H / (y sdBsy 
Jo Jo 


dS t = St{^ t dt + ( J t dB t ). 


——译者注 
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注意到以下这点是有 益的： 这一测度 Pr 在下列含义下 唯一: 如果 Qr 为另^个 
有性质 Qt 〜 Pt 以及关于 Qt 过程 S =(氏， ^ t ) t ^ T 为局部秩的测度，那么 Qr = Pt . 
这个结果以最直接的方式与关于布朗渗透 a - 代数流的局部鞅表示定理相联系，其证 
明在下面的第5点中给出. 

3. 现在我们转向价格过程 S 有微分 （5) 的情形. 

设下列条件满足： P - a . s . 对于 i > 0, 


(T t >0 


( 10 ) 



ds < oo 


( 11 ) 


2 



2 


ds 


( 12 ) 


它是正局部鞅，其局部化序列 ( r n ) n ^! 可取为下列 序列: 



(13) 


如果 EZ T = 1 ， 那么 Z = (Z t )t^ T 为鞅，有 dP T = Z T dP T 的测度卜将是概率测度, 
并且关于该测度过程5= ( 在 ，死)为局 部鞅. 

为证明后一断言,我们运用 §3 g 中的定理2的结果. 

由于 


dZ t 


故（参见 §3 g 中的⑶) 


关于测度 P 半鞅 S 有下列三元组（尽 o ): 


B t 



t 


Sxifly^dU^ 


zAdB u 

(14) 

CTt 

% ' s t^t ^ l 

(S t a t ) 2 a t S t a t * 

(15) 

螫 

): i/ = 0, 


Ct = [ S\(i\du. 

Jo 

(16) 


但 


t 

丑 t + / /3 u dC u = 

0 70 






f^uSlal - 

Sy,(Tu 


du 0 


因此，根据 § 3 g 中的定理 2 的断言，^:程 S = ( St ^ t) t<T 关于 测度卜 变为局部鞅. 
这时（在 EZr = 1的假定下)，测度卜将如同在叫三"和 Q E a 的情形下是一样 
的（参见下面的第 5 点). 
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4. 现在我们对于有历⑼三1的银行账户丑 (0) =(战(0))咖和动态变化在 （5) 
中描述的股票 S = ( S t ) t >0 的市场模型，陈述确保无套利（以其 NA ^ 文本;参见 §2 a ) 
的条件. 

设 7 T = (/3, 7 )为某个策略以及 X ，= 为其资本， 

X ? = Pt^r JtSt - 

对于自融资策略 TT ， 

X ? = XS + f judSu , (17) 

它自然意味着 （17) 中的随机积分必须有定义. 

正如由 § la 中的叙述所得到， （17) 中的随机积分有定义只需 7 € L ( S ). 在现在 
所考察的模型 （5) 中， 7 关于 S 的可积性条件自然直接由过程和 ㈨ 的 
性质的术语来表达. 

我们将假定，条件⑶，（10)， （11) 满足，并且 

[ j ^ a^du < cxd ( P - a . s .), i > 0. (18) 

由后一条件和过程 *5 = ( S t ) t ^ o 的连续性导出 /o ^ ulu a u^ u < 00 ( P - a . s .), 而这 
就是说，关于布朗运动的随机积分 /o S ulu a u dB u 有定义（参见第三章 §3 c 和本章中 
的 § la ). 

同时， 2 

(/ \ lui ^ u \ du ^ ^ J ( i y u (^ u) 2 du - J ($) dw . 

因此，由 （11) 和 （18) 导出积分和 /o S ului i u dn (t > 0) 的存在和有限性 
( P - a . s .). 

这样，条件 （ 2) ，（ 10) ， （ 11) 和 （ 18) 保证 （ 17) 中的随机积分的存在. 

下列由 §2 b 中的第3点和定理2的蕴涵关系 （9) 直接导出的结果是关于扩散模 
型中的无套利的最著名的断言. 

定理. 设股票价格 S = ( S t ) t ^o 有微分 ⑼， 并对于 t 《 r 条件 ⑺，（ 10) ， （ 11) 和 
(18) 满足. 

设 e 石= 1. 那么性质 m + 满足，特别是，在 a - 容许自融资策略类中，对任何 
a ^ 0无套利机会. 

5. 我们转向第2点中提到的断言 ：有亦 t = Z T dP T 的测度 ？ r (其中办在⑺ 
中定义）在下列含义下 唯一： 这是关于它过程 S = ( S t ^ t U T 变为局部鞅的等价于 
Pt 的唯一的测度. 
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我们将考察更一般的情形，认为，过程 S 在 （5) 中定义，而过程 Z 在 （12) 中 


定义. 


我们假定， Qt 为等价于测度 Pt 的某个测度，关于它 s = 为局部鞅. 

我们构成鞅 


N t 


dQx 

dP ^ 


界)， 


t ^ T . 


(19) 


由于其正性（参见第三章 §3 c 中的（20))，可求得过程# = 满足 


N t = exp 


(/ ^ sdBs ~ \ J 0 ^ ds ) » 




( 20 ) 


其中 So < 00 ( P - a . s .)， EN t — 1. 

我们运用 §3 g 中的定理1，它指出在测度的绝对连续替换下，半鞅的可料特征的 
三元组怎样变换. 


设（矿/' 〆 ）为过程 5 关于测度 P 的三 元组. 由表示式 （5) 得到， 


B P t 


t 


t 


I S u fi u du ， C: = S\a\du^ u p = 0 - 
0 Jo 


( 21 ) 


根据 § 3 g 中的定理1，关于测度 Q 的三元组 （ BQ ， C Q ， z / Q ) 由下列公式来 确定: 


t 


B? = 甙 + (3 u dC\ 

Jo 

c t Q = c t p , 


( 22 ) 


其中 


Pt 


d { N ' S % 丄 
d { S ^ S c ) t ' W t 


J£t_ 

S^t 


(23) 


这样，由 （21) 和 （22)， 





t 


Su [/in H" 


(24) 


由于关于测度 Qt ， 过程 S 1 = { S u ^ t ) t ^ T 是局部鞅，故却 = 0 ( P - a . s .)， t ^ T . 因此 
由 （ 2 4) 我们断定， 


( Pu (<^) =- 


f^u (^) 

( T U ( CJ ) 


在[0, T ] x D 上 （A x Pr )- a . s . 成立，其中 A 为 Lebesgue 测度. 

由此导出，过程 z = ( Z t ) t ^ T 和 iV = ( N t ) t ^ T 随机无区别，这就证明了满足 
〜 P T 和 S ==(屯界）为民局部鞅的测度的唯一性. 
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6. 我们考察 r - 完全性问题（参见 §2 d 中的定义).我们将假定上面引人的定理 
条件满足_我们也假定， （5 ⑼， S )- 市场满足 B t (0) = 1和过 y S = ( StUr 关于测度 
dP T = Z T dP T 为鞅. 于是由前面所建立的（局部鞅）测度卜的唯一性以及 §2 d 中 
的定理，所考察的扩散模型是 r - 完全的. 

r - 完全（以及按瓦?+和瓦 I 的无套利文本的）模型的经典例子当然是几何布 
朗运动 （6), 它也在金融数学和金融工程中多方面广泛流传. 

§4 b . 完全市场中的对冲价格 

1. 对于离散情形下的完全和不完全市场的对冲表示和求“对冲 价格” 的方法已 
经在第六章中给出. 

在一般的半鞅模型中，对应的叙述可平行地进行，仅有的例外似乎是需要清晰 
地说出怎样的策略类是容许策略. 

我们将着手于在 § 4 a 的第 4 点中描述的 CB ( O )，*?)- 市场的扩散模型,并沿用在那 
一 节中所采用的记号. 

对前面 (§2 d ) 引人的 r - 完全性 概念作某些外观上的变化，我们将说，有 ez t f T < 
oo 的非负 多 T - 可测偿付索求 /r 是可复制的 .( 可达的)，是 指可求得策略 TT e n + ( 5 ), 
使得科= / T ( P - a . s .). 显然，如果 / t 有界，那么条件 EZ T f T < oo 满足. 

定义.如果偿付索求 / t 可复制，那么下列量称 为欧式 （完善）对冲价格（比较第 
六章 § lb 中的术语)，或者简称 价格： 

C (/ r ； P ) = inf { a : ^0: 3 tt € n +(5), 使得抑 = x，X 卜 f T }. ( 1 ) 

♦ 

2. 定理. 设 .^ r 为唯一的鞅测度.于是价格 

C(/t ； P) = Ep r / T (= EZt / t )- (2) 

证明.如果 TT = (/?，7)是〜容许自融资策略，那么 

= + [ ludS u , t (3) 

Jo 

并且（根据 Ansel - Stricker 定理;参见 § la ， 第6点 ）二为 上鞅，而这 
就是说， 、 

《 Xg. ( 4 ) 

因此，如果和=办，那么 Ep r / T ^ XS 以及 

EZ T f T = Ep r / r ^ C(/ T ;P). (5) 

现在我们指出，存在有初始资本 Xf = EZt / t 的 0- 容许自融资策略 5 F 复制 /r ， 

即 = / T (P-a.s.). 
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定义过程 


X t = E ( Zt/t I 多 t )， t ^ T , 


⑹ 


很明显 ， X = ( X ti ^ tUT 关于“布朗渗透 a - 代数流”为鞅，并且根据表示定理 
(参见第三章 § 3 c ), 可求得这样的有 / 0 T ^ 3 ds < 00 的过程咕= (礼多 t ) td 使得 


Xt — Xq + / ips dB s • 

Jo 


⑺ 


我们察觉，过程 ( Z ^ Xt ^ T 复制了 / T: 

Xt = / t - 

现在我们指出，可求得 0 - 容许自融资组合；= { M ), 使得 


⑻ 


xf = Z^Xt. 


⑼ 


由于 


dZ t = -Zt—dB, 


(H 


( 10 ) 


故由 It 6 公式（第三章 § 3 d ) 


d ( Z t 1 ) = z t 



―) dt + tdB ' 


<Jt 




( 11 ) 


以及 


d(Z^X t ) = Z^dX t + X t d(Z^) + d(Z^)dX t 


1 ( 咖忒氏 ) + XtZf 1 I i~ ) dt^-dBt 1 4- Z; 


2 




1 ㈣ 


dt ( 12 ) 


令 


Z- 1 ^ 卜 + ^dtj +X t z~ 1 ^ 卜 + ^dt 

St(ctdBt + fJ>tdt) S^ 1 Z^~ 1 + 叉 * 尝 ) ■ 


( 13 ) 


( 14 ) 


于是我们看到 


d{Zf X t )— t dS u 


( 15 ) 


并且 



lu^udu < oo ( P - a . s .)， t ^ T . 


( 16 ) 
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以及 

= Z t iXt ， Xj^ = /j>. (20) 

由⑸，比较 （ I 9 ) 和 （ 2 0), 我们得到所要求的等式 （2). 我们察觉，所构造的策略 
亓为 0- 容许策略，因为 Xf ^ 0, ^ T . 


§4 c . 对冲价格的基本偏微分方程 

1. 我们将考察由无风险 资产： 有零利率的银行账户 ( B t (0) = 1) 以及风险资产 
S = ( S t ^ t ) t ^ o 所组成的市场模型,其中后者的动态变化由 §4 a 中的关系式 （5) 来 
描述. 

正如由 § 4 b 中的定理得到,对冲价格 C (/ T ; P ) 和对应的对冲组合元= 0,巧)可 
通过考察过程 y = ( Vt ,^ tUr 的性质来求得，其中 


Y t = Z t ~ 1 E ( Z T f T \^ t ). ⑴ 

这时，值 

^0 = E ( Z t / t ) (2) 

恰好是价格 C (/ r; P )， 

y t = / t , (3) 

以及％ = xf ，即为时刻 i < r 的对冲组合的资本值.（这说明了 y 为什么称为 

“对冲价格过程”.所叙述的求出 C (/ T ; P ) 的方法本身，正如我们已经不止一次地注 
意到，通常称为“鞅方法” 

在许多情形下，可成功地显式求得 E ( Z T f T ), 从而给出价格 C (/ T ； P ) 的值.特别 
是，这点可在孤 idMerton - SWiciZes 模型中做到， 其中糾 和％为常数.（参见后面的 
第八章 .） 

2. 在发表于1973年的 F . Black 和 M _ Scholes 的著作[ 44 ]以及 R . Merton 的著 

作[ 346 ]中，提出了另一种求出价格 C (/ T ； P ) 和对冲策略的方法，它们基于他们得到 
的所 谓基本方程的 讨论. 
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这种在金融数学文献中广为流传的方法（特别是参见后面的 §5 c ) 的本质如后 


所述. 


我们考察⑴中定义的过程％.由于 


Z^ x Zt = exp 


("/ 


S u ) — 1 ^ 
a ( u , S u ) a u — 2 


t 


T f K u ， s u ) 

\(t(u,S u ) 


du 


⑷ 


以及 5 = ( S t ， 穿 t ) t(T 为 Markov 过程， 椒在 f T = f [ T ， S T ) 的假定下，我们求得，过程 
y = ( Yt ^ tUr 也是 Markov 过程,并且％可表示为 Y ( t ， S t ) 的形式，其中 Y ( t , x ) 
为某个可测函数. 

在著作 [44] 和 [346] 中，作者干脆从下 列假定 出发： 对冲组合5? = _ 存在， 
并且其在时刻*的资本％ (= Xf ) 不依赖于所有过去的历史 ( S ui u ^ t ), 而只依赖 
于最后时刻的值，即只依赖于 

对于可描述的方法的别 的先验假定在 于函数 Y ( t , x ) 被认为是 C 1 ， 2 类的函数. 
这一假定使得有可能把 It6 公式用于 Y [ t ， S t \ 而导出下列随 机偏微分方程 （为简化 
记法，忽略函数的变量)： 


= (f + + r 2s2 ii) dt+ ^ s fs dB - ⑹ 

我们现在考察 y 的另一种 表示： 


Y(t,S t )=Xf = p t ^j t S t . 


⑹ 


由自融资性， 

dY = j t dS t = a t dB t ), (7) 

有了特殊半鞅 y = Y ( t , S t ) 的两种表示⑹和⑺，并运用特殊半鞅分解的唯一 
性（参见第三章 §5 b ), 我们求得，在 （5) 和 （7) 中的 dB (以及对应的也）的表达式重 
合. 

因此，由于 怂〉 0，亡 > 0, 故 （ P - a . s .) 有 

~ dY 

= ( 8 ) 

并且更有过程⑹和氏 )) 随机无区别. 

. 比较⑻和⑺中的也项，并考虑得到的关系式（8)，我们得到，必定 （(A x P )- 
a . s .， A 为 [0， T ] 上的 Lebesgue 测度）有下列方程 成立： 




0^ ： t<T. 
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如果函数 y 幻满足下列偏微 分基本方程： 对于 o < t < r ， o < s < oo , 


oy 

dt 


{t,S)^\a 2 {t,S t )S 2 


d 2 Y 

552 


( t , s ) = 0, 


⑼ 


且有边界条件 

y(T,5) = /(T,5) ? 5>0, (10) 

那么上述方程显然照样满足.（把 （9) 与第三章 §3 f 中的 i ^ mogonn ; 反向方 程⑹相 
比较 _) - 

对这 一 方程的求解问题，至少对于 < r ( t , s ) = a = Const 的情形下，归结为标 
准 Feyman - Kac 方程的求解（参见第三章 §3 f 中的 (19)); 我们将在第八章中对于 
f { T , S ): (S - X ) + 的情形考察它与公式直接的联系. 

现在再注意下列状况. 

假定，问题 ⑼ -(10) 的 解存在唯一. 于是我们按公式⑻求得\并定义爲为 

瓦二 Y(p，sn ( 11 ) 

很明显，由这样的％和瓦的定义，组 合亓二 (A 7 ) 有资本 Xf 刚好等于 Y ( i ， 尽). 
当然，先验上并不明显，为什么按照问题⑼ -(10) 的解 Y ( t , S ) 所构建的这一组 
合元是自融资的，即满足关系式 


dY { t , S t )= jtdS t . (12) 

然而,这直接由 （5) 和⑼得到 

dY ( t , S t )^ S t (^ dt ^ a t ^ dB t ^ 

dY 

= S t — { ii t dt -{- a t dB t ) = ^ tdS t . (13) 

这样，设问题 （9)-(10) 有且仅有唯一解 Y ( t ， S ), 

于是对于所构建的组合开= { Ml 气资本 Xf 将等于 Y ( t , S t ). 这样 Xf = 
/ CT ， 办)，而 Xf =巧0,冼）将是组合5? = _ 的初始价格. 

下列启发式思考表明，（作为问题 （9)-(10) 的解的结果，）所$得的价格 Xf = 
Y (0, S o ) 具有“合理性”、“公平性”和“无套利性”，而组合元= 0 ^) 将是“最优” 
对冲. 

I 

其实，我们将把所考察的问题解释为欧式买入期权出售者构造对冲组合的问题， 
后者的目标在于构建使其资本恰好复制偿付函数/(乃办）的组合.由问题(9)-(10) 
的求解得到，以价格 c 二 y (0,5 o ) 出售这一期权的出售者能做到构建策略元使得 
其资本碎将等于 f ( T , Sr ). 
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我们现在设想，该期权合约所指派的价格 c 高于 y (0,5 o ), 而购买者同意这一 
价格.那么很明显，这将处于套利局面，因为出售者获得纯利润为)；这时， 
由于存在从初始价格 F (0,5 o ) 出发的对冲策略能恰好复制偿付索求，使得期权合约 
的所有条件都能满足. 

另一方面，如果期权价格 c < y (0,5 o ), 那么问题(9)-(10)的唯一解不能保证满 
足期权合约条件（至少在 Markov 策略类中).而如果在证券市场上交易这样的期权, 
那么就会引起对它的收购，然后再以（较高的）价格 r ( o , So) 出售 • 

所描述的基于“基本方程”解的方法有某些由一系列先验假设的概念所造成的 
弱点：对冲组合的价格的 “Markov 结构”，即 if = Y ( t , S t ); 函数 Y ( t , S ) 属于(7 1 ， 2 
类（为了有可能应用 ltd 公式). 

幸而，为了求解所考察的问题，还有另一种构建对冲策略和求出“合理’’价格 
C (/ t ； P ) 的方法（例如，在 §4 b 中所叙述的“鞅方法”)，它表明，不但对冲组合存在， 
并且其价格有形式为 Y ( t , S t ), 而它还是足够光 滑的； 因而，方程 （9) 实际上是成立 
的. 对于有 mS T ) = ( S T - i0 + 的标准欧式买入期权，更详尽的分析将在第八章 
§ lb 中引入，在那里，既对“鞅方法”，也对依靠上面所考察的“基本方程”的方法来 
进行讨论和运用. 


3- 上面引人的讨论假定，无风险资产（银行账户） B ⑼ = (战⑼) qo 满足 
B t (0) ^ 1. 实质上，这一假定意味着，我们运作的是折现价格.然而，在许多情形 
下，所进行的运作并非关于由折现而得到的“相对”价格，而是“绝对”价格.与此相 
对应的变化为，假定（在“绝对”单位下）银行账户 B(r) = (B t (r)) t>0 有下列 形式： 


B t {r) = B 0 (r) exp (^J 



其中 ( r t ) t ^ 0 为确定的非负函数（利率)，而风险资产（股票 ） 5= ( 氏(叫外咖，其中 


dSt(fiyCr) = 5 t (/x, + (T t dB t ), (15) 

= So > 0. (X^f a t 和布朗运动 B = ( B t ,^ t ) t ^ o 的假定与 §4a 中一样 .） 
设元 =( 反刃为自融资组合， 


= (16) 
我们将假定， Xf 有下列 形式： 


Xf = Y(t,S t ), 


其中氏=和 Y(t, s) e C 1 ^. 于是对于 y = Y{t, S) 我们得到同样的方程⑻. 
另一方面，由于 


dB t {r) = r t B t (r)dt, 
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故考虑到自融资性，我们求得 

dY ( t , S t ) = dX ^ = + PtnB t ( r))dt jtO ' tStdBt . (18) 


比较 （5) 和 （18) 中的必项，我们再次得到％ 
由⑽， ^ 


Pt 


B^r) 


Y^S^-St^St) 


并且正如推导 （9) 时那样，我们看到， （5) 和 （18) 中的也项将重合，只要满 
足下 列基本方程： 对于 SeR + m 0^ t < T , 


dY BY 1 2ci2 d 2 Y , 、 

~m^ rS ds^2 a s ds^^ rY ^ (19) 

其边界条件为 y ( T ,5) = /( T ,5), SeR + . 

现在注意到以下这点是有 益的： 无论是在方程中，还是在边界条件中， M = 从 t ， S ) 
都不出现，从而 y (0,5 o ) 不依赖于初看起来，这多少有点令人惊讶.（当然，尽管 
这一性质可以讨论，它在下列含义下是可期 待的： 不同的投资者可能对//和 a 的值 
有不同的偏好,而这就是说，价格过程 S = (5 t )^ 0 原来的动态变化有不同的表示 .：) 
看来，最好的解释是从“鞅方法”的观点来给出的，根据这一方法，价格 


r(0,5o) = C(/T ； P)-Ep r /(T,5 T ) 

(参见 §4 b 中的公式（2))，而对于测度 Ar ， 根据半鞅的 Girsanov 定理，过程 S == 
( S t ) t ^ T 是局部鞅，并且必= S t a t dB tl 其中5为某个布朗运动. 

由此可见，价格 C (/ T ; P ) 不依赖于/ X 的值.然而，对波动率 tr 的依赖性未被“丢 
失”，因为在测度的绝对连续替换中，连续鞅成分的平方特 征不变 （参见 §3 g 中的公 
式⑹). 

4.①把上面描述的方法与基于转向基本方程的合理价格相联系，我们回到 §2 d 
中（注 2) 关 于套利 、（局部） 鞅测度和完全性 的相互关系的讨论. 

正如由所叙述的首先由 F . Black 和 M . Scholes [44] 以及 R . Merton [346] 所提 
出的基于基本方程的考察的方法，全都不要求鞅测度，而是由这一方程的解的唯一 
性出发，直接确立“最优”对冲的完全性和结构.（这里鞅测度的实现可由所得到的 
解的概率表示来导出；比较第三章 §3 f 中的 Feyman - Kac 公式 .） 

在这方面， F . Black , M . Scholes 和 R . Merton 所用的方法也在其他的有 “Markov 
结构”的模型中有用（参见例如后面的 §5 c ). 

① 英文版中没有这一第 4 点. — 译者注 
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5. 在债券扩散模型中的套利、完全性和对冲定价 

§5 a . 无套利机会的模型 

1. 在第三章 §4 c 中， 已经考察了某些债券族的价格的期 限结构 模型.特别是, 
那里已经注意到，在描述债券价格 P ( t , T ) 的动态变化时有两种基本 途径： 间接去法 
(取某个 “ 利率”过程 r = ( r ( t )) t>0 作为“基底”过程，并认为， P(i,T)- i^(i,r(t),T)) 
和直接方法 (P(t,T) 直接作为随机微分方程的解来给出). 

这两种方法导得不同的模型，并且在精神上与书中经常运用的下列观念 一样: 
“公平”构建的 市场; 对于这样的无套利机会的市场，首先自然要阐明这类模型中在 
怎样的条件下无套利，以及在这样的无套利模型中怎样“明显”表示价格 

2. 在间接方法的情形下，我们将认为，（非负） 利率过程 r 二 { r { t )) t>0 为下列随 
机微分方程的解（比较第三章 §4 c 中的 ⑻)： 


dr(t) = a(t, r(t))dt + b(t, r(t))dW t , (1) 

它由某个维纳过程 W = ( W u ^ t ) t ^ o 所生成.（关于布朗（维纳）渗透 a - 代数流 
(^t)t^o 参见 §4 a .) 我们也将假定，系数 a = b — b(t,r) 使得方程⑴有 

且仅有唯一的强解（第三章 §3 e ). 

利率 r = ( r ⑷ ) o 0 自然与银行账户 


B ( r ) = ( B t ( r )) t ^ 0 


相联系，使得 



⑺ 


正如在有股票和其他资产的情形下一样，它起着比较各种债券的价值时的某种“标 
准”的作用 .（ 以后处处假定/ 0 * r ( s)ds < oo ( P - a . s .), t > 0.) 

设 P(t,T) 为某种 T - 债券的价格 (参见第三章 §4c), 它被假定为对每个满足 0 < 
尤< T 的 t ， 为多 t- 可测，且 P(T,T) = 1. 以后，处处认为，对于每个 r > 0, 过程 
( p (^ T ))^ o 为可选过程.特别是， P(t,T) 对于每个 r > 0为外可测. p ( i ， r ) 按其 
作为有 P(T ， T) = 1 的债券价格的自身含义，我们也将认为0彡 P(t,T)^l. 

我们形成折现价格 


= (3) 

由关于无套利机会的“第一基本定理”的断言（第五章 §2 b )， 同时也相信“具有 
鞅测度确保（或者几乎确保）无套利机会”，我们假定，在多 r 上存在鞅测度，或者风 
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险中性测度 P T ， 使得〜 P T (=P\^t) 以及（即，: T ), 武)为鞅.于是由 
(3) 立即可断定， 

Ep T (P(T,r)|^) = P(^n t^T, ⑷ 

而这就是说,下列定理成立. 

定理 1. 如果存在鞅测度 〜 Pr , 使得关于它折现过程 （印， r ), 爲) 为 
P r _ 鞅， 那么 

P ( t , T ) = Ep T (exp (-乂 7*( 和)多 £ ) . (5) 

证明由⑷和条件 P ( T ， T ) = 1立即 得到： 

E -(^) I ^) = W 

它就导致表示式 （5). ~ 

由 （5) 可见，如果关于测度？过程 r = ( r ⑷ )^ 0 为 Maxkov 过程，那么价格 
P { t , T ) 可记为下列 形式： 

P ⑺乃 = 作 ，⑴， r). 

这时，“无套利性”对函数 F [ t ， r , T ) 自动加上某些约束（参见以后的 §5 c ). 

注 1. 我们要注意，债券价格 P ( t , T ) 不能由银行账户 B ( r ) 和无套利（更确切地 
说，要求具有鞅测度）唯一确定.这里所涉及的是，并不能由此得到测度的唯一 
性，而这意味着， P ( t , T ) 通过依赖于可选择的测度能 以不同的方法 来实现（表达 
式(5))_ 

我们还要注意到，如果取代条件 p ( r ， r ) = 1 ，而要求 p ( r ， r ) 等于 / T , 并且 /t 
为多 r - 可测，而 < oo , 那么由 （4) 我们求得 

E 、(泰 I 为 )= 繫， 

而这就是说， 

P ( t , T ) = Ep r I f T exp (一乂 r ( s ) ds ) I . (6) 

3. 我们现在转向考察不只是一个固定的 T- 债券， 而是一族 T- 债券 

V = ( P ^ T ); 0 ^ t ^ T , T > 0}. 

$义1•设匕为有多 = V 罵的多，(爲 )00) 上的概率测度.我们将说，有 
性质？ 巧 P (即民〜 P*，O 0) 的测度 P 是 对于族 P 的局部鞅 测度，是指对每个 

r >0,折现价格戸(艺， r ) = t < T ， 为 卜-局部鞅. 

^ t ( r ) 
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为了定义由银 行账户 B 和 债券族 P 所组成的 （ S ， P )- 市场的概念,首先需要讨 
论这里应该怎样理解组合（策略). 

定义2 ([38]). 市场上的策略 tt = 03, 7 )理解为由可料过程/3 = (/3 t )^o 

和（带符号的）有限 Borel 测度族 7 = ( 7 t (*))^ o 所组成的二元组，其中后者具有下 
列性质：对于任何 t 和 o ;， 集合函数 7t = ， t ( dT ) 为 ( R + ,^( E + )) 上的测度，其支集 
聚结在忙， oo ) 上，且对于每个 A €激 ( M +)， 过程 ( j t ( A )) t>0 可料. 

/3和7有下列 解释： A 是银行账户的单位“数”，而 7 t ( dT ) 是在区间 [ T , T + dT ) 
上到期的债券“数 

定义 3 .下列（随机）过程 P = ( X -)^ o 称为策略 tt 的 资本： 

X 卜 + f°° P ( t , Y ) lt { dT ). ⑺ 

Jo 

(假定，对于所有 i 和 0 ；，⑺中的 Lebesgue - Stieltjes 积分有定义 .） 

4：我们再给出对于市场的自融资组合 7 T = ( A 7) 的定义. 

为此,我们将在直接方法的指引下，假定价格 P ( t ， T ) 的动态变化由 HJM - 模型来 
描述：对于满足 0< i <； T 和： T >0 的《和: T ， 


dP ( t , T ) = P ( t , T )( A ( t , T)dt + B ( t ， T ) dW t \ ⑻ 


其中 W = ( W t )^ o 为扮演“随机源”角色的标准维纳过程.对于方程⑻应该附加 
边界条件 P ( T , T ) = 1, T >0. (关于系数 A ( t , T ), B ( t , T ) 的可测性条件以及方程 （8) 
的解存在条件的详情参见第三章 §4 c ). 

考虑到方程 


根据 It 6 公式，我们求得 


dB t ( r ) = r ( t ) B t ( r ) dt , 


P ( t , T ) = 


~W) 


有(对每个 r 关于 f 的）微分 


⑼ 

( 10 ) 


dP ( t , T ) = P ( t , T )([ A ( t , T )~ r ( t)]dt + B ( t , T ) dW t ), (11) 

在扩散 （ B ， 外市场情形下，有资本 Xf = PtB t -^ lt S t 的策略 tt = (/?， 7 ) 称为自 
融资策略,是指 

dX ^ = B t dB t + JtdStj (12) 

即 t t 

= -^o + [ PudB u + f j u dS u . (13) 

Jo Jo 
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在所考虑的扩散(尽 P )- 市场情形下，有资本 V = 眺 + P ( t ， T ) 7 t ( dt ) 的 
策略 7 T = (/3,7)称为自 融资策略 （[38])，自然是指（以记号形式） 

dX 卜 MB t { r )+ dP ( t , T ) 7 t ( dT ), (14) 

它应该理解为下列含义：（考虑到 （8)) 



t 



X 卜 XS + I MBs{r) + 

0 J0 


+ 



A ( s , T ) P ( s y T ) j 8 ( dT ^ 


ds 



o 



B ( s ， T ) P ( s ， T ) 7 s ( dT ) 


dW 3 


如果策略 TT = (/3, 7 )是自融资策略，那么对于折现资本 






Bt{rY 


我们求得 


dX 



dP ( t , T ) j t ( dT ) 


t 


正如在 （ I 4 ) 中那样，记号记法 （17) 意味着（考虑到 (11)) 




叫 :\1 


{ A ( s , T )- r ( s )) P { s , T ) ls { dT ) 


ds 


+ 



o 



B ( s , T ) P ( s , T ) ls ( dT ) 


(15) 


(16) 


(17) 


dW a . (18) 


5. 为了在（尽 P )- 模型中陈述无套利机会的条件，我们先转向鞅测度的存在性 
问题. 

为此，我们再来对于亡> r 定义函数邱， r ) 和 B ( t ， T ), 令 都, r ) = r ⑷和 
B ( t , T ) = B ( T , T ). 

于是由 （11) 直接可见，为使价格序列 ( P ( i , T )) t ^ r 对每个 T >0 关于原测度 P 
形成局部鞅，必须满足下列 条件： 


A { t , T ) = r { t ). 


由 （8) 得到，在这一情形下， 

% 

dP ( t , T ) = P { t , T ){ r { t)dt + B { t , T ) dW t ), 


以及 


dP(t,T) = P(t,T)B(t 1 T)dW t . 


(19) 


(20) 
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考虑到第三章 § 4 C 中的公式 （14) 和（15)，以及在假定 （19) 中，二0,我们对 
于 /( t ， r ) 求得下列关 系式： 


df ( t ， T )= a ( t ， T)dt + b ( t ， T ) dW t ， 


其中 


a ( t ^ T ) = 6( i , T ) I b ( t ， s)ds 

o 



T 


如果条件 （ I 9 ) 不满足，那么自然（类似于股票情形）可运用 “ Girsanov 定理，，的 
思想. 

为了我们的目标，下列陈述是适当的. 

有多= V / t 的 （ Q ， 多， (^ t ) t ^ o ) 上除了原测度 P 以外，还存在这样的概率 
测度戸 P ， 即民 - P t) ^ 0. 


记谷 


dP t 

dPt 


.由于为布朗（维纳）渗透代数流，故根据正局部鞅表示 


定理（参见第三章 §3 c 中的公式（22))， 


Z t 


ex P (乂 < f ( s ) dW s ( p 2 ( s ) ds^j , 


( 21 ) 


其中 W(s) 为多 s - 可测， / 0 * (p 2 (s)ds < 00 (P-a.s.) 以及 EZ 4 = 1 对每个 t>0 成立. 
根据 Girsanov 定理（参见第三章§加)，过程兩 =(^)^o 如果满足下式： 


W t 


t 

W t — S ( p ( s ) ds y 
0 



( 22 ) 


那么它关于测度 p 是维纳过程.因此，关于这个测度巨 


dP ( t , T ) = P ( t , T )[( A ( t , T)-h T))dt + B ( t , T ) W t ], 


(23) 


以及 


dP ( t , T ) = P ( t , T ) [( A ( t , T ) + ip ( t ) B ( t , T )~ r ( t))dt + B { t , T ) W t ] 


(24) 


(比较⑻和 （11)). 

由此可见（比较 （11)), 过程 ( P ( t , T )) t ^ T 关于测度 P 对所有 T > 0为局部鞅当 
且仅当下列关系式 满足： 


A ( t , T )- h < p ( t ) B ( t i T )- r ( t )=0 


(25) 


由 （23) 得到，这样， 


dP(t,T) = P(t,T)(r(t)dt + B{t,T)dW t ), 


( 26 ) 
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其中兩= ( W t ) t ^ O 是关于测度戸的维纳过程. 

6. CB ， P )- 市场上的策略 7 T = (/3, 7 )在时刻: T 无套利（比如，按 M +- 文本）的定 
义也与 §lc 中一样. （5, P )- 市场称为无套利市场，是指它对所有 T >0 是无套利的. 

定理 2 .设已经求得测度戸$ P ， 其密度过程 Z = (Z t ) t>0 有形式为（ 21 )，并满 
足条件 (25). 

那么对于任何 a > 0,在任何满足下列条件的 a - 容许策略 7 T (X > ~ a , t > 0) 
的类中无套利 机会： 




B{s,T) ls {dT) 


2 


ds < oo, t > 0 


(27) 


证明.在条件（叫和 （ 2 7) 成立时，根据（18)，过程 f =(又 T ) 咖为艮局部鞅. 

由〜容许性条件 （$ 0), 声个过 程也是^鞅.因此，如果$ = 0,那 

么 EpX ^ < 0对 于专何 T >0 成立.但 9 ( X 1 彡 0) = P ( X ^ 彡 0) = P ( X } ^ 0 ) = 1 . 
这就是说, X 孓= 0 (民和 P - a . s .)， r > 0. 

定理 得证. 

注 2 .设 A { t , T \ 和 r ⑷使得函数 


V B(t,T) ) t ( T 


(28) 


不依赖于: T， 且对所有亡 > 0, 


r fr(s)-A( Sj T)\ 

Jo V B(s ， T)) 


ds < oo 


(P-a.s.). 


(29) 


在这些假定下，在求出有性质 P % P 的测度 P 时，自然可如下处理. 

我们以# = (《< T) 记（ 2 8)中的函数，根据公$ (21) 我们形成过程 Z = 

并假定 EZt = l , t > 0 . 于是对于每个 t > 0,有也= Z t dP t 的测度民是概 
率测度，并且满足民〜 FV 

测度族{匕 i > 0} 是协调的（在下列含 义下： P s = P t \ 对于 s < f 成立)，并 

且如果存在 ( n ,^) 上的概率测度民使得 P % p， 那么这一测度也将是所要求的鞅 
测度. 

在所考察的（巧 P)- 市场是对于所有到期日 r < r。 （其中 r Q < oo) 的: r- 债券的 
情形下，可取测度 Pt 。 作为所要求的测度戸. 

同样明显的是，如果 Zoc =石，并且 EZ oc = l 以及 P(Z OQ >0) = 1 J 那么有 
dP = Z ^ dP 的测度？将是所要求的有性质 P % P 的鞅测度. 
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7. 我们引人无套利模型的例子. 

遵照[36]， [219], 我们将从（对每个: T 关于 t 的）有下列随机微分的远期利率 
f(t,T) 出发： 

df(t,T)^a(t, T)dt + b{t, T)dW u (30) 

其中 

b(t,T) ~a>0, (31) 

a(t,T) = a 2 (T-t), t<T. (32) 

♦ 

于是 （30) 有下列 形式： 


df ( t , T 1 ) = tj 2 (T — t)dt + adWt , (33) 

由此可得 

/(^ T ) = /(0, T ) + ^ ( r -蠢) + 邮， (34) 

其中 /(0，r) 是 r- 债券的“今日”远期利率，它在 （S，p)- 市场(在时刻 f = 0) 是已知 
的. 

由 （34) 和定义小)=得到， 

2 

r (0 = /(◦，0 + "^ 2 + (35) 

由此很明显，利率 r f ( r ( t)) t ^o 满足下列方程： 

dr ( t ) = (兰 * + crdW t . (36) 

(比较第三章 § 4 c 中的丑 e - Iee 模型 _) 方程⑻中的系数 A { t , T ) m B ( t ， T ) 通过 （33) 
中的系数 a ( t , T ) = a 2 (T -幻和 b ( t , T ) = a 以下列方式来计 算： 


T 


A(t ， T) = r(t) ~ J a(t ， s)ds + - 
B(t,T) = ~a(T-t). 



T 


2 


b{t ， s)ds 


r ⑷， 


(37) 

(38) 


这样，在所考察的 （ B ， P )- 模型中,条件（ I 9 )满足，因而，原测度 P 是缺测度，以 
及没有套利. 

价格 P(t,T) 本身可由下列方程 求得： 

4 

dP{t,T) = P{t,T)[r{t)dt - a(T — t)dW t ], t<T, 


它在 P ( T ， T ) = 1 的条件下，对于每个 T > 0可解. 
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还可如下那样来运作:根据第三章 §4c 中的（2)， 


P ( t y T ) = exp 




t ^ T . 


由 （ 34) 


因此 



T 


/(t ， s)ds 


t 



T 


/(0,5) + a 2 q 5 -- 


ds + (T(T- t)W t 



T ( T 2 


/(0, s)ds + —-tT{T — t) 4 - c(T — t)W*. 

t 上 


P ( t ^ T ) = exp 



T /(0, s)ds- ^tT{T- t )+a(T-t)W t 

t ^ 


p ( o ， t ) 

p(0 ， t) 


exp 


a 


2 


—tT{T-t)+a{T-t)W t 


由此和 （ 35 ) 我们求得 p(t ， r) 的下列由利率 r •⑷来表达的表示式: 


p ( 亡， r) 


p ( o ， t ) 

p(o ⑺ 


a 


2 


exp ^ (T - ^-t(T - tf — (T — t)r{t) 


(比较第三章 §4c 和后面的 §5c 中的仿射模型 ,；) 


( 39 ) 


(40) 


(41) 


8. 在上面所考察的对于利率 r* = (r(i )), 远期利率/二 ( f ( t ， Ty >， 债券价格 
V = {P@,r) ; 0<i<T,T<oo} 本身的“扩散”模型中，假定它们全由同一个随机 
源：维纳过程 W = ( W t ) t ^ o 所生成. 

在众多的有关描述债券价格动态变化的文献中，也考察其他模型，其中取代单 
个维纳过程 W = ( W t ) t ^o 的是多维维纳过程 W = (W 1 ， … , W n ). 为了考虑价格 
P ( t , T ) 中的跳跃变化，还考虑引入其他“随机 源”： 点过程， Markov 点过程， Levy M 

征守守 • 

这里我们仅仅引人某些其中考虑所提起的“随机源”的模型，其详情读者可参 
阅专门文献（参见例如，论文[ 3 6]，[38]， [128] 以及其中的参考文献). 

在_中，为推广型为⑴的“扩散”模型，在讨论中引入“带跳跃的扩敗， 
型 模型： 

dr ( t ) = a t dt + ^ b\dWl + / q ( t , x ^ dt , dx )， (42) 

i=l ^ 

其中 "= dx ) 为某个在 R + xQxE 上的整数值测度，而 （W 1 , …，为相互 
独立的维纳过程. 
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在描述 P ( i ， T ) 和 f [ t ， T ) 的动态变化的模型中带来的对应变化 如下: 


dP ( t , T ) = P ( t , T ) ( A { t , T)dt + B \ t , T)dWt 


% 


+ P ( i —, T ) / q ( t , dx ) 

%l E 


( 43 ) 


df ( t , T ) = a { t , T)dt + bi (^ T ) dw t 


% 


+ I S ( t ， x , T ) fi ( dt , dx ). 

J e 


(44) 


9. 现在按照著作 [128] 来考察某些基 于把^ 冲过程当作“随机源”的某些模型. 
为此我们先转向方程 (20), 把它改写为下列 形式： 


dP ( t 1 T ) = P ( t , T ) dH ( t , T ) 


(45) 


其中 


t 


H ( t , T )= / [ r ( s)ds + B ( s , T ) dW s ]. 

Jo 


(46) 


再令 




J q ( < S )~ B2 ^ T) ds + B { s , T ) dW s 


(47) 


于是（参见 § 3 d 中的(9)-(13))下列表示式 成立: 


P ( t , T ) = P (0, T )^( H (； T)) u 


(48) 


以及 


P ( t , T ) = P (0, T ) e H ^ 


(49) 


考虑到 (47), 我们求得 


P ( i , T ) 


P ( t , T ) 

Bt { r ) 

P (0, T ) exp 


u 


t 


B { s , T ) dW 8 - 



t 


B 2 ( s , T)ds 


(50) 


如果函数 B ( s , T ) ( s ^ T ) 有界，那么我们看到， （50) 右端中的表达式为鞅. 

现在代替维纳过程 W =(呎)沴 0 取 Levy 过程 L = ( L t ) t>0 (参见第三章 § lb ). 我 
们提出下列 问题: 应该在怎样的形式下定义过程芨 ( f ，： T ) 和其中假定代替积 
分 f ^ B ( s , T ) dW s 的是现在考察积分 J ^ B ( s , T ) dL 3j 它理解为关于半鞅 L = ( L S U T 
对确定性的有界函数 B ( s , T ) 的随机积分. 
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如果函数 B ( s , T ) 关于 S 足够光滑，那么还可运用 N . 维纳的 定义: 



B ( s , T ) dL s = B ( t , T ) L t - 



t 


o 


dB 

ds 


( s ， T ) L s ds . 


(关于这方面，参见第三章 §3 c , 以及与 Levy 过程相联系的著作 [128].) 

设 2 

p ( A ) = A 6+ ^ ycr 2 + y ( e Xx — 1 — Xg { x )) u { dx ) (51) 

为 Levy 过程 I = ( L t ) t ^ o 的累积量函数（参见 §3 c ). 

这时,我们将假定， （51) 中的积分对于所有满足 | A | 彡 c 的 A 有定义且有限，其 

中 c = sup |5( s , T )|. 

对&于 累积量函数的含义， 


Ee ALt ㈧ . (52) 

设 Xf = />( S ， T ) dL 8 , t ^ T . imX T = ( Xf ) t ( T 是独立增量过程，其可料特 
征三元组 ( B xT ， C xT ， jy xT ) 可按过程 L 的三元组 ( BW ) 来求得（参见 [128] 
中的第 , IX 章§如和 [250]). 于是运用 It 6 公式，可求得（细节参见 [128]) 

Ee xx ^ = exp (^J < p ( XB ( s , T )) 

过程 (exp (XXJ - J ^( XB ( s , T )) ds^ t<T 是鞅（比较§加中的 (11)). 因此，为使 

过程 ( P ( i , T ))^ T 为鞅，自然要推广（50)，备 ' 

P ( t , T ) = P (0 ) T)exp ij : B ( s , T 、 dL s - j : ip ( B ( s , T )) ds ^ . (53) 

从回到过程 P ( i , T ), 我们求得，有 

P ( i , T ) = P (0, T ) e H ^ T \ t ^ T , T >0 (54) 

以及 t 

H ( t , T ) = f B { s , T ) dL s + f [ r ( s ) - ( p ( B ( s , T))]ds (55) 

Jo Jo 

的 （ s ， p )- 市场具有这样的 性质： 关于原测度 p 折现价格 ( P ( i , r ))^ T 形成鞅,并且 
在这个市场中〜容许策略类中无套利机会（比较定理 2). 

运用联系弁 ((, T ) 和的公式（参见 §3 d 中的（10))，我们求得 

S(t, T ) = H ( t , T ) + y ^ B 2 ( s , T)ds 

• + (e B ^ ALs - 1 - Bis^AL^ , 

0<s^.t 



( 56 ) 
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以及 

dP ( t ， T ) = P ( t ~, T ) dff ( t , T ). (57) 

注 3 . 由对于 P ( t , T ) 的方程出发，著作 [128] 的作者 E . Eberlein 和 S . Raible 研 
究了远期利率/⑺了）和 r ⑷的结构，还引入了 对双曲过程的 讨论，后者是指随 
机变量 A 有双曲分布的 Levy 过程（参见第三章 § ld ). 

§5 b . 完全性 

1. 在转向 （ B ， P )- 模型中的完全性问题时，现在有益的是回忆起，在离散时间 
n$N < oo 和资产个数 d 有限的情形下，（根据“第二基本定 理”） 无套利市场上的 
完全性等价于鞅测度的唯一性，也等价于（关于某个鞅测度的）鞅具有表示式”. 

在由 m - 维维纳过程 W = ( W 1 ， … ， W m ) 生成的扩散 （ S ， P )- 市场情形下，第三 
章 §3 c 中的定理2的多维类似成立，根据它，每个局部鞅 M = ( M u ^ t ) 有表 示式： 

m ft 

M t = M 0 + J2 / 飾 X ( 1 ) 

i=i Jo 

其中晃-可测函数呶⑷满足 ■ 

[^ i { s)ds < oo ( P - a . s .), t > 0. 

Jo 

正如在市场中的情形下（参见 §4 b )， 具有这一表示式在研究所考察的 { B,vy 
模型的完全性问题时起着关键作甩 

设: r Q 为某个固定时刻，而 / r 。 为某个偿付索求.我们将假定 / T 。 有界 (|/ To |^ 
C )， 并且说，这个偿付索求可 复制， 是指可求得这样的自融资组合 7 T = (/3, 7 ),使得 


= /To ( P - a . s .). 


⑵ 


如果这一性质对于任何 r Q 和任何有界多 T 。- 可测偿付索求 f t 。 满足，那么说， 
( B ， p )- 模型是完全的. 

设 r - 债券 p ( t , T ) 的价格服从关系式 


dP ( t , T ) = P ( t , T ) 


4 S 

r(t)dt + J2 B i(^ T ) dw t 



我们将假定，0 < ^C = Const . 

在这些假设下，原测度 P 在下列含义下为鞅 测度： 价格 ( P ( i , T )) Kr 形成局部 
鞅，并且 





玖 ( s ， t) 戸 ( S ， r) 7s (dr) 


dW ： 


⑷ 
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记 




⑻ 


于是对于 m =( 恥，界)，表示式⑴成立，并且由与⑷比较可见，为了借助于某个自 
融资组合 7 T 的资本 X To ) 复制值 M*，k 充要条件为 ([38]) ((dPx dt )- a . s .) 


Mt) - £° Bi{t, T)P{t, T) ， t (dT) ⑹ 

对于 z . = 1， ...， m 和 t 彡 r 0 成立. 

如果解 { itm , t ^ T 0 i T ^ T 0 } 存在，那么，令 

的 = M t —h ° p ( t , T) 7 ；(dn ⑺ 

我们求得，组合 tt * = 将为自融资，并满足 


X t = A /*, t ^ Tq . 


特别是 ，界; 


= 5^，而这就是说， 义?。* = / t 。 （ P - a . s .)， 即: T ◦-完全性 成立. 


2 •例 ([36], [38]). 设在 （ S ， P )- 市场上只有有限 d 种债券，其到期时间分别为 
Ti ， …， T d . (从而，测度 lt ( dT ) 的支集只可能聚积在点{7\}，…， { r d } 上 .） 由于“随 
机源”的个数为 m ， 故直观上很明显，为使偿付索求 / T 。 可复制,应该有足够大的债 
券数式它显然不小于“源”的个数 m . 

设 d = m . 于是方程组 （6) 有下列 形式： 


轉 ）= E 玖⑺乃)乃 )7 t ({^})， (8) 

3=1 

I 

其中 i = ， d . 

由⑻很明显，对于每个^ r 0 , 这个方程组有解当且仅当矩阵 II 氏(《，乃)||可 
逆. 

如果 m d = 1,那么方程组 （8) 转化为关系式 

蝴 =⑼ 


由此得到，对于亡彡2\， 


7 ； (m» = 




并且当 Tx < ^ To , 7；( m » = 0. 


第七章随机金融模型中的套利理论.连续时间 


§5 c . 债券价格期限结构的基本偏微分方程 

1. 不同于借助随机微分方程来描述债券价格 P ( i , T ) 动态变化的直 接方法 （参 
见 §5 a )， 在间接方法中 假定，价格 P ( t , T ) 有下列 形式： 


其中 r ⑷为某个“利率”，它照例被理解为非负值. 

在描述债券价格演变的论证中，间接方法 （1) 是最先为直接方法让路的方法之 
一 （特别是在理论著作中).但是尽管如此，从获得简单解析公式的视角来看，基于假 
定 （1) 的方法并没有失去其价值，并且仍然是流行方法之一. 

2. 应该立即强调,这一方法仅当假定利率过程 r = 为满足某个随机微 

分方程 

dr ( t ) = a ( t , r ( t))dt + b ( t , r ( t )) dW t (2) 

或者“带跳跃的扩散”型方程（参见第三章 § 4 a 中的方程⑹）的 Markov 过程时，才 
“有效”. 

我们将假定，对每个 T > 0,函数，= F ( t , r , T ) 为（按 t 和 r 的） C 1 ， 2 类函数. 

于是 

dF T = 

假定> 0,我们把这个方程改写为下列形式（比较 §5 a 中的方程 （8 讣 

dF T = F t ( A T ( t , r ( t))dt + B T ( t , r ( t )) dW t ) , (4) 


dF T dF T l , 2 d 2 F T 


dt + bfdW t . 

or 


⑶ 


其中 

以及 


f ( 亡 ， r )= 



B T {t, r )= 


^dF T 

b ~ d ^ 

pT 


⑹ 

⑹ 


为求得对函数 F 71 的补充条件（除了显然的条件 F T ( T , r ( T )) = F ( T , r ( T ), T ) = 
p ( r ， r ) = 1 以外)，我们将从所求的 （ B ， P )- 市场必须是无 套利市 场这点出发.于是， 
把⑷与 §5 a 中的⑻相比较，并考虑 §5 a 中的关系式（25)，我们看到，为了满足无 
套利性，必须求得函数 tp ( t ), 使得对于所有满足 f 彡了的 f 和 r ， 有下列关 系式： 


A T ( t , r ) — r 
B T ( t ， r ) 



⑺ 


(根据 §5 a 中的 （21)， 按函数 p p ⑷可构造“鞅测度，， P .) 
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考虑到 （5) 和 （6) ，由⑺导得下列 结论 : 如果函数 F T = F(t, r , T) (T > 0) 满足 
基本方程 

OF , JF l l 2 d 2 F „ , 、 

％ ^~b—=rF : KT ， ⑻ 

其边界条件为 F(T, r , T) = 1 ， T > 0, r > 0,那么有 P(t,T) = F(t ， r(t) ， T) 的 市 

场无套利. 

方程⑻非常类似于股票情形下的对冲价格的基本方程（参见 §4 c 中的 (19)). 
然而在这些方程之间的原则差别在于 （8) 中加入了函数 p 它不能由原先的 

-定来唯一确定，而必须先验地来 规定. 上面已经注意到，由这个函数可确定鞅测度 
P . 对它的选择在实质上等价于选择某个“风险中性”测度，这一测度按照投资者的 
表示式在所考察的 （5， P )- 市场上 “ 起作用 

3. 追随第三章§以中为 Kolmogorov 正向和倒向方程以及偏微分方程的解的概 
率表示而提出的记号（11)，我们记 


L{s,r) 


{a{s,r) + ip{s)b{s,r))^^ & 2 ( s ， r )^. 


算子 L ( 5 , r ) 为满足随机微分方程 


⑼ 


dr{t) = (a(t, r(t)) + r(t))) dt + b(t, r{t))dW t (10) 

的扩散 Markov 过程 r = ( r ( i )) t ^ 0 的逆算子. 

把方程 （8) 改写为下列 形式： 

OF 

--^=L( Sj r)F-rF, s^T, (11) 

我们察觉，这个方程属于（对于扩散过程 r = (r(t)) t ^o 的) ■ Feyman - iiTac 方程类（参见 
第三章 §3 f ). 

这一有边界条件 F ( T , r,T) = l 的方程的概率解可有下列表示（比较第三章 §3 f 
中的 (190, 细节也参见例如， [123], [170], [288]): 

( 12 ) 

其中 E s ， r 为关于满足条件 r •⑷= r 的过程 （ r ⑷)的概率分布的数学期望. 

我们察觉，由无套利思想得到的公式（ I 2 )，与以前所求得的 §5 a 中的表示式 （5) 
完全一致，因为在 Markov 情形下， 


F(s ， r ， T) 





exp — 



T 


r(u)du 


s 




r{u)du 







s 
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4. 现在注意到以下这点是有 益的： 在第三章 §4a 中考察的所有随机利率的动态 
模型 （参见 (7)-(21)) 都是有关型为 （ 10) 的扩散 Marfcm; 模型. 

这些模型的区别主要是由它们的作者在这样两方面的努力所引起的： 一 方面要 
便于解析 研究; 另一方面又要与观察数据相符. 

在第三章 §4c 中，已经注意到，使得下列表示式成立的(仿射)模型的子类 ([36], 
[38], [117], [119]) 相当重要，且便于解析 研究： 

r ⑷， r ) = exp { a ( t , T ) - r ( t )/3( t , T )}, (13) 

其中冲，乃和 j 3( t , T ) 为确定性函数. 

在所指出的著作中引入的仿射模型的著名例子为用下列方式得到的模型. 
假定在 （ 10) 中， 


a(t,r) + (p(t)b(t,r) = ai(t) - \-ra 2 (t), 

以及 

& (t ， r) = \/h(t) rb 2 {t). 

于是方程 （8) 有下列 形式： 

dF , 、dF 1” , 、 d 2 F 

-gi + ( ai+ m2 )-^r + 2 (6l+ rb2) ^ = rF ，( 14 ) 

如果对 F(T,r,T) - 1 的形为 （13) 的该方程求解，那么我们求得， a(t, T) 和 
/3(t,T) 必须由下列关系式根据 a x (t), a 2 (t), \⑷和 b 2 (t) 来 确定： 


瓦 +a2/3 - 豆 =-1 ， /3(T,T) = 0, (15) 

以及 

Q ^ 

-^ = a ^~ f l/?2 ， a ( r ， r ) = 0. (16) 

方程 （15) 为 Riccati 方程. 先求出它的解 0( t ， T ), 然后由 （16) 求出 a ( i ， T )， 就可 
导得由所求函数 a ( t ： T ) 和 /3( t , T ) 的仿射模型 （13). 

例. 我们考察祕模型（参见第三章 §4 a 中的 (8)): 

4 

dr ( t ) = (a — br ( t))dt + cdW t , 


其中孓5和5为常数. 

于是由 （15) 和 （16) 我们求得 



/ 3 (: r ， r ) = o , 


5. 在债券扩散模型中的套利、完全性和对冲定价 


• 697 • 




第八章随机金融模型中的定价理论. 

连续时间 


1. 在扩散股票市场中的欧式期权 . 699 

§la. Bachelier 公式 . 699 

§lb. Black-Scholes 公式 .I . 缺推导 . 702 

§lc. Black-Scholes 公式 • II . 基于基本方程解的推导 . 709 

§ld. Black-Scholes 公式 .III . 带分红的情形 . 711 

2. 在扩散 （ B ，)- 股票市场中的美式期权.无限时间视野的情形 . 713 

§2a . 标准买人期权 . 713 

§2b . 标准卖出期权 . 725 

§2c •买人期权和卖出期权的组合 . 727 

§2d . 俄国期权 . 729 

3. 在扩散 （ SJ )- 股票市场中的美式期权.有限时间视野的情形 . 738 

§3a . 关于有限时间区间上计算的特点 . 738 

§3b. 最优停止问题和 Stephan 问题 . 741 

§3c. 对于标准买人期权和标准卖出期权的 St 印 hail 问题 . 744 

§3d _ 欧式期权和美式期权的价值之间的关系 . 747 

4. 在扩散（私巧-债券市场中的欧式期权和美式期权 . 750 

§4a . 关于债券市场中的期权定价的争论 . 750 

§4b . 单因子高斯模型中的欧式期权定价 . 753 

§4c . 单因子高斯模型中的美式期权定价 . 757 


























.. 在扩散 （丑，5>股 票市场中的欧式期权 《699- 


1. 在扩散（汉50-股票市场中的欧式期权 

§ la . Bachelier 公式 

1. 在思路方面,本章的有关连续时间的材料以最直接的方式与第六章中对于离 
散时间情形的叙述相联系. 

这时，我们的主要兴趣在期权，以此可很好解释套利理论和随机分析方法对于 
连续时间金融模型中的计算来说的作用和能力. 

2. 以前（第一章 §2 a ) 已经注意到， L . Bachelier 毫无疑问是最先为了描述股票 
价格的动态变化（参见 [12]) 而采用了 “随机游走及其极限 样式” 的方法，后者用今 
天的语言来说,无非就是布朗运动. 

L . Bachelier 认为,股票价格如同布朗运动一样波动，他由此引入了某些当时在 
法国出现的 期权的 （合理）价格的一系列计算，然后把它们与实际的市场价格相比较. 

下面引人的公式 （5) 是 L . Bachelier [12] 的著作中的一系列“期权”结果的模型 
化文本.这也说明了为什么称它为 “ Bachelier 公式 . 

在线性 Baddier 模型中，假定（石， *5)- 市场如下 构建： 银行账户 B =(私)不 
随时 间改变（玖三 1), 而股票价格 S 用 带漂移的线性布朗运 动来描 i 

= So + /it + crWt，t ^ T, (1) 

其中 W = ( W t ) t ^ o 为给定在某个概率空间 ㈨ ，多， P ) 上的标准维纳过程（布朗运动), 
在这一模型中，价格也取 负值， 因而它不可能被认为是合适的现实图景反映.尽 
管如此，对它的考察仍然有其各种视角下的 意义: 它是历史上第一 个扩散 模型，作为 
模型，它既 是无套利的， 又是 完全的 （参见第七章). 

Zt = exp •⑸ 2 *) ， ⑺ 

并设罵为由维纳 过程％ (s < 0的值生成的 a - 代 U , 并且由 P - 零概率集完 
备化. 

令 


dPr = ZtcIPt , (3) 

其中 Pr = Pj ^ T . 我们在 ( n ^ T ) 上定&新测度 ^ r (比较第七章 §4 a 中的 （8)). 

我们察觉，在所考察的模型中， M & Pt 是 唯一的鞅测度 （参见第七章 §4 a 中的 
第 5 点)，即该测度具有这样的性质：卜 〜 P ： r ， 并且过程 S = ( S t ) t ^ T 为鞅.这时，根 
据 Girsanov 定理（第三章 § 3 e 或者第七章 §3 b ), 


Law(»S ， o - fit aWt]t ^ T \ P ^) = Law(^o 4 - crWt ; ^ ^ T | P ^). 


⑷ 
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证明. 如果分析 §§4 a , 4 b 中的定理证明，那么可以察觉，它们对于 §如 中的（正) 
价格模型 （5) 所陈述的断言对于所考察的模型 （1) 仍然成立 . （§4 b 中的“关键公式 

(14) 现在取形式为％ = Zr 1 ( 警+ 吾)，其中么来自⑵.）从而，在这一情形下， 

(尽的-市场是无套利 r - 完全市场，并且合理价格 

Or = E ( Z t / t ) = Ep T (/ t ). ⑺ 

由 （4) 和维纳过程的自相似性质， 

Ep r ( S T -i^) + = Ep T (5 0 +/xT + aW T - K )^ 

— Ep T (5 o — K -\- aWr ) + 

s 

= E (5 0 -K + aVTW ^. (8) 


我们察觉，如果 $ 为有标准正态分布，(0,1)的随机变量，那么对于 a G R , 

b^O, 


E(a + 圮)+ = 



(a + bx)(p(x)dx = 



x(p(x)dx 



d((p(x)) = 



⑼ 



由⑺，⑻和⑼我们得到所要求的公式 （5). 

3. 我们 将以开 = ( M ) 表示（自融资类中的）策略，它有初始资本；^ = C T ， 且 
具有偿付函数 / T 的 可复制 性质，即设 =知 ( P - a . s .). 
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由第七章 § 4 b 得到，这一策略的资本# = ( Xf ) t ^ r 为 

由于 /t = G?r - 故由过程= ( ft ) Kr 的 Markov 特征， 

Xf = E ~ Pt {{ S t ~ K )^ \ ^ t ) 

= Ep r ((( S t - K )^( S t - S t ))+ I 况） 

=E(a + 喊 )+ = (^) + 〜(^) ， 

其中 a — St — K 以及 6 = ay/T — t . ' 

对于 0 彡 6< r *5>0, 记 

邙 ， L — (吳) + ，坤 (吳 

于是由 （11) 可见 , Xf = C ( t , St ). 同时， 

dXf = j t dS t . 


把 It 6 公式应用于 C ( t , S t ), 我们求得 


dC(t, S t ) 


dc 

ds 


dSt + 


dc 

dt 


+ - C 7 


d 2 c 

dS ^ 


dt 


( 10 ) 


( 11 ) 


( 12 ) 


(13) 


(14) 


比较 （ I 4 ) 和 （13), 并把推论 1 应用于 Doob - Meyer 分解（第三章 §5 b ), 我们断定 




(15) 


对 （12) 的右端求微分以后，并作简单变换，我们得到 


It 


S t —K 

a^/T-t 


(16) 


对应的值爲由下列等式来确定: 


C(t,S t )=p t -hj t S t . 


换句 话说， 




考虑到（ I 2 )和（16)，我们求得 


(3 t = - K ^ 


S t -K 


<js/T 




T-tip 


St-K 

aUT^t 


(17) 


(18) 


(19) 
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值得注意的是，当 U T 时％和爲的性态的下列特点. ' 

假定，在终端时刻 r 的邻域中股票价格& > 于是由 （16) 和 （19) 可见，当 


u T 时， 


It 1, 百 t 一 -[ 

(20) 

如果& <尺，那么当 pr 时， 


It — 0，瓦 — 0. 

(21) 

这些关系式的每一个都是完全自然的. 



事实上，如果在时刻 r 的邻域内，& < X ，那么偿付函数 / T = 0,并且显然，期 
权出售者只需在时刻 r 有等于零的资本义|，它在性质 （21) 满足时将满足. 

如果在时刻 r 的邻域中价格&满足& >圮那么 f T = s T - k , 并且期权出 
售者应该有资本 Xf =汾 - [由于亨= A + ^ f t Su 故我们看到，当 （20) 满足时, 
出售者得到所要求的数额，因为对 = — s t - k . 

§ lb . Black-Scholes 公式 . I . 铁推导 

1. 正如上面已经注意到，线性及 zc / iefcr 模型 


= 5o + /xt + aWt 


⑴ 


首先有价格&可能取负值的缺陷. 

更现实的是几何布朗运动（又称经济布朗运动， [420]) 模型，其中价格表示为下 
列 形式： 

S t = S 0 e H ^ (2) 

其中 2 

Ht= ("- 了 ) f + o-W t . (3) 

换句话说， 2 

S t = S 0 e^^) t+aWt . ⑷ 


应用 It 6 公式（第三章 §3 d ), 我们求得 


dSt = Stipdt 十 adWt ). 

经常用记号方式把这个表达式记成下列形式： 


dS t 

5 T 


fxdt + adW tl 



= M + 沉 n ， 


以强调它与下列公式的 类似: 


• 在扩散（丑 ,5) •股票市场中的欧式期权 


- 7' 




这一公式例如在前面离散情形下的 Cox - Ross - Rubinstein 模型中运用（参见第二章 
§ le ). 

几何布朗运动模型 （2) 是1965年由 P . Samuelson 在著作 [420] 中提出的，正 
是它成为 模型的 基础，而后一模型与1973年在著作 [44] 和 
[346] 中得到的有偿付函数 / r =(办 - 尺)+的欧式标准买人期权的合理价格的著名 
的 公式相 联系. 

2. 这样，我们将考察 Black - Merton - Scholes 的（尽^)-模型，其中假定银行账户 
B = ( B t ) t ^ o 如下 演变： 

dB t = rB t dt , (5) 

而股票价格 S = (S t )t^o 遵循几何布朗运动： 


这样一来，设 


dSt = S t {fidt H - adWt ). 


B t = B 0 e rt ， 


St = S 0 e^~^) t+aW \ 


⑹ 


⑺ 

⑻ 


定理 ( Black - Scholes 公式). 在模型 ⑸-⑹ 中有偿付函数 / r = (办 - 允) + 的 
标准欧式买入期权的合理价格 Ct = C (/ r ; P ) 由下列公式来 确定： 


— 一 


⑼ 


特别是，当为 = X*r = 0 时， 



( 10 ) 


并且当 r — 0 时， C T ^ Ka ^— (比较 §la 中的公式⑹). 

证明. 在著作[ 44 ]和[ 346 ]中给出的这个公式的证明将在下节中引人现在将 
给出另一个证明，它自然称为“鞅方法”，而在第七章已经为此作出所有必要的准备. 
运用与上节中同样的或类似的记号，令 




并设 Pt 为在⑴，多 r ) 上的满足 # T = Z T dP T 的测度. 
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根据 Girsanov 定理（第七章 §3 b ), 有^~ - t 的过程兩= 
是关于测度的维纳过程，而这就是说， a 

Law(〆 + oW t \ ^ TI P T ) = Law(ri + aW t \ t < T | P r ) 


Law(ri + aW t \t < T\ P T )_ 


因此， 


Uw(S t ; ^T|P T )=Law (^Soei^y ^^; t < r 卜 ) 

=Law ^5 0 e( r -^) <+£riyt ；^ t|p t ^. 


( 12 ) 


由第七章 § 4 a 中的定理得到，在有 / 0 T ^S^du < oo (P-a.s.) 的 0- 容许策略 7r = (/3,7) 
的类中，合理价值 C T = C (/ T ； P ) 由下列公式来 定义： 


C T = B 0 E 、 备 


(13) 


由于在所考察的情形下 ， / T ：= (SV - K ) + , 故考虑到 （12) 和维纳过程的自相似 
性质 (Law(W r ) = LawCv^^i)), 我们求得 


Ct = BqE 


^ hi - c -rT 


Bt 


E, (S T - K) 


rT 


rT 


Ep T (5 0 e 卜 

E Pt (S oe ( r . 


^) r + aW T 


K 


r-^T^aWr 


K 


rT 


-rT 


-rT 


E Pt (5 0 e( 

E Pt [S 0 e rq 
E (ae b ^~^ 


T 


^T+(jy/TW 1 


K 


r • e -^T+aVrwi 






(14) 


其中 


a = 5 0 e rT , b = aVT, /(0 ， 1)_ 


(15) 


简单的计算指出， 


( ae & d - 尺)+ = 


ln f + —獅 /Inf ~^6 2 


(16) 


从而，由(14)-(16)得到， 


Ct = Sq ^ 


ln f + ¥ 


Ke ~ rT ^ . 


在扩散 （ s ， s > ■股票市场中的欧式期权 


由此代入值 a = Soe rT 和6 = cry / T ^ 我们导得执 acA ;-5 c / i 0 Zes 公式⑼, 
定理得证. 

注 1. 如果令 


y ± - 

那么公式⑼可取更紧凑的 形式： 


Inf + T ( r ±^) 

~^Jf 


C T = S 0 ^( y + ) - Ke ~ rT ^( y _). 


(17) 


设 Pr 为有偿付函数 fr ^{ K - S T ) + 的标准欧式买入期权的合理价格.那么， 

由于 

Pj> = C7 1 — Sq + Ke~ rT 


(比较第六章 §4 d 中的“买入-卖出期权平价”恒等式（9))，故 


(18) 


或者 

Pt = - S 0 歪 ( 1 +) + Ke ~ rT ^(- y _). (19) 



+ . 3. f 考察的模型为 r - 完全的（参见第七章 §2 d 中的定义)，从而存在 0- 容许策 
,略 5 F = ( 瓦讯使得其资本# = ( XfU T 满足对= C T 以及碎刚好复制办： 


X| = / T (P-a_s.). 
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根据第七章 §4b 中的定理， 


xf = B t E^ T (妇％ ) = e-^-^dST - K ) 


j 為) 


~r(T-t) 


E Pt 



s t，％_ K 


多 t 


r ( T - t) E 


Pt 


((氏 


e ^-^)(T-t)+a(W T -W t ) 


k ) + \^ t 


r(T _*)E 戶 - K) + |5 t 


e -r(T—t) Ep T (( 如 (r- 嚓 )(T-tHcT(H， t ) 

e— r ( T —*)E f ( s t e r ^ T ^ e b ^^ - .| 氏 


-) 


St 


e-^-^E 



ae 


时一 4 


kY St), 


( 20 ) 


其中 


a = ( S t e r ( r 一 *)， b = aV ¥^ t , 卜/(0，1)， 


这时&和 $ = Wr - W t 关于原测度 P 相互独立. 

考虑到公式（16)，由 （20) 我们求得，价格 C [ t ， S t )= Xf 由下列表达式确定 


C ( t , S t )= S t ^ 


Inf+ (T-0(r + ^) 


( jx/T 


Ke - r ( T - t )^ 


Inf+ (T — Q(r— 誓) 

a\/T — t 


( 21 ) 


这样，如同 §la (参见第 3 点)，可确立,对于最优对冲组合5? = (3 t ，％) K T ， 有 




dS 


( 22 ) 


由 （21) 经过简单的变换，我们求得 


It 


In 黉 + (T — t)(r + 


( J\/T — t 


(23) 


(比较 §la 中的公式（16))，并由于 p t B t + itS t = C ( t , S t ), 45t 


(24) 


K 


值得注意的是，0 < 7 t < I 以及瓦总是负的，而这意味着总向银行账户贷款，但 

■< 爲. 

正如在 Bac / idier 模型情形中那样，这里也有 § la 中的性质 （20) 和 （21) 满足： 
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如果 rr 了以及在时刻： r 的邻域中价格& >允，那么 


以及 


ltS t ^ S T , — 

如果 f 了 7 1 以及在时刻 T 的邻域中价格& <冗，那么 


? t S t — 0, p t B t -> 0 . 


注 2 . 上面考察的价格 C ( t , S t ) 自然也依赖于确定原模型的参数 r 和 a . 为了 
强调这一依赖关系，我们将把这 一 价格记为 (7 = C ( t , s ， r , cr ) (其中= s ). 

在实际中，经常很重要的是有关价格 w ) 关于参数 w 的变化的“敏 
感度”的表示式.这种“敏感度”的标准度量是下列量（参见例如， [36] 和 [415]): 

, dc dc dc v dc 

(字母 ‘ F ’ 在这里是作为 ‘ vega ’ 引人的 .） 

在別⑻ 模型的 情形下，由 （21) 我们求得 



saip{Y + {T - t)) 
2 y / T^t 


- rKe -^-^^ y^T - t )), 


△= 柳 +( r - o )， 

P = K(T~ /一 (r — t ))， 

v = Sip(y + (T ~ t))y/T ~ t, 


其中 




V ^7 T 


e 


—x 2 /2 


y±(T-t) 


Inf + ( T - t )( r ±^) 
(J\JT — t 


4 .在 (14)-(16) 中给定的量 C r 的计算也可用略为不同的方式来引入，它基于 
通过适当选择在第七章 §lb 中所叙述的折现过程 （“ numeraire ”） 来进行. 

为此，我们把有 / t 1 = (< St - 的公式 （13) 改写为下列形式： 


Ct = BqE^ 


B 0 E 


(S T - K) 

T 

Sx 
Bt 


B 0 E 


Pt 


(S t - K) + 

Bt 


I(S t > K) 


Pt 


I(St >K)~ Ke~ rT E^ T I(S T > K). 


(25) 


由 （12)， 计算 E ? t /(5 t > K) 不带来 困难: 




Inf + T ( r -^) 
ay/T 


(26) 
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为计算 5 0 Ep T 


St 

Bj 7 


I ( St > K ), 我们引入过程 Z = ( Z t ) t ^ T , 


Zt = 


St/Sp 

Bt/Bo 



重要的是要注意到，过程叉(关于 “鞅” 测度 Pt ) 是正鞅，且 Ep T Z T = 1. 从而，可通 
过令 

dpT = ZTdPx (28) 

引人新测度戸 r . (在著作[ 4 34]中，测度戸 r 称为（关于卜的）对偶狹测度 .） 

由⑺和⑻， 2 _ 

其中 w t = w t + (t < T ) 为关于测度的维纳过程. 

根据 Girsanov 定理（第三章 §3 e 或第八章 §3 b ), 容易验证，关于测度 Pt ， 下列 
过程是维纳 过程： 


Wt = Wt — crt 




-+) ’ 




考虑到所引人的记号，我们求得 

> K ) = S ^ t Z t I ( St > K ) = s 0 e Pt i ( s t > k )， 

从而，由 （25) 得到 


(29) 


C T = S 0 E ¥ t I ( S t > K )~ Ke ~ rT E ^ T I ( S T > K ). 


类似于 （ 12 )， 


Law(5t；i ^ T \ Ft ) 




Law f 5 0 e( M -^) t+<T ^;^T|P T ^ 


Law^5 0 e( r+ ^) t+CTWt ;i 
Law t^T\P T 


/ 

Pr) 


特别是,如果卜 ，(0,1), 那么 


Law(5r I Pr) 




Law (Soe( r+ 丁 - e CTV ^ 



由此得到 


Ep 7(5 r > K ) 




于 , lnf + r(r+ 嗒 ) 

aVr 


(30) 


(31) 


(32) 


由 （ 30) ，（ 26) 和 （ 32 )， 正如在这一点开始所指出的，我们得到对于 C T 的 Black - 
5 c / ioZes 公式的有点新的推导. 
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§lc. Black-Scholes 公式 .II . 基于基本方程解的推导 

1. 现在我们介绍期权合约的合理价格的別公式的原始推导,它是由 
F . Black 和 M . Scholes [44] 和 Merton [346] 在 1973年独立给出的. 

当然，在这里对这些作者来说,首要的问题自然是怎样理解合理价格.他们的简 
单明了的卓越思想在于，这一价格必须无非是使得期权出售者有可能构建对冲组合 
的初始资本的最小值. 

形式上，这有下列含义. 

假设所考察的欧式期权合约有执行时刻 r 和偿付函数 / T . 

于是这样的在满足 0< t < T 的时刻 t 签约的期权合约的合理（公平）价格（根 
据 F . Black , M . Scholes 和 R _ Merton 的定义）理解为欧式完善对冲 价格： 

C [t)T] = inf { a ;: 3tt, 使得 z 和 Xf = / T ( P - a . s .)}. (1) 

(比较第六章 § lb 和第七章 §4 b 中的相应 定义; 量 C [0> t ] 以前也记为 C T .) 

一 般来说，是否存在完善对冲在先验上并不明显. 

由第七章 §§4 a , b 中的结果得到，在所考察的 （ S ， S )- 市场的模型中，这样的对冲 

>其中卜为鞅测度， 

它也是在 § lb 中给出的推导称为“鞅推导”的原因. 

在提出“鞅”方法以前的著作 [44], [346] 中，量％ = C [ tiT ] 的计算方法是不同的， 
它如下形成. 

由于无论是过程5 = ( St ) t ^ o , 还是偿付函数 /r =(办-欠)+,都有 “ Markov ” 
特征，自然假定界-可测量％只依赖于 值氏： 


实际上是存在的，并且％ = C [ t ) T ] 重合于量 B t Ep T ^ 


Y t = Y ( t , S t ). 


在同时假定 [0, T ) x (0, oo ) 上定义的函数 y = Y { t , S ) 充分光滑（更确切地说 ， Y € 
C 1 ， 2 ) 的条件下，著作 [44] 和 [346 j 的作者得到下 列基本 方程： 


9 Y 

dt 


a dY 1 o o2 d 2 Y 

+ rS dS + 2 a s as^ 


= ry ， 


( 2 ) 


其边界条件为 


Y { T , S ) = { S - K ) + . ⑶ 

(方程 （2) 的推导在第七章 §4 c 中 给出； 参见那里的方程 (19).) 

在通向⑹公式的途径上的下一步（即值 y (0,5 o ) 的公式）在于求出 
问题 (2)-(3) 的解. 

方程⑶属于 型方程 （参见第三章 §3 f 中的（19))，它可用解这种方 
程的标准技巧来求解. 
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我们引入新变量 




• (7 


lnS -^ lr- Y ( T - t ) 


⑷ 

⑹ 


并令 


V ( e , Z ) = e r { T - t ) Y { t , S ). 


⑹ 


在新变量下，问题 (2)-(3) 等价于问题 

3 V 1 d 2 V 
瓦— 2破 = ， 

V (0, Z ) = ( e z - K ) + . 


⑺ 

⑻ 


方程⑺是 热传导方程， 而根据第三章 §3 f 中的公式 (170, 问题 (7)-(8) 的解由下列 
表达式来 确定： 


V (0, Z ) = E(e 


We+Z 


— 扪+， 


⑼ 


其中 w = ( Wo ) 为标准维纳过程. 
记 

a = e z + 备 




^(0,1) 


于是 


E(e 


W e +Z 


K )^ = E ( e z • e 


E 


E 


(， _ 6 麵 _ K y 

( e z +* 

(ae b ^~^ - 尺 ) + . 


K 


( 10 ) 


应用 § lb 中的公式 （16)， 我们求得 


E ( e w ^ z - K ) + = e z + f $ ( Z -: + 0 ) - K 屯 

最后，考虑到⑷和⑻的记号，由 （6) 和 （11) 导得 

Y ( t , S ) = e - r ( T ~ t ^ V (9 i Z ) 


( 11 ) 


S 电 


Inf+ (r-f)(r + 4) 


( j\/T — t 


( hl # + ( r - t )( r -4) 

\ ay/T^t 


( 12 ) 
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(比较 § lb 中的公式 (21).) 

令这里的 t = 0和 S = 5^,我们得到所要求的 Black - Scholes 公式⑼.在 § lb 中 
已经指出， 有％ = ^( t 7 S t ) J t B t = Y ( t f S t )- S t j t 的组合元=(爲，是使得资 
本恰好复制偿付索求 / T =(办 - 尺)+的对冲. 

2. 作为结束，我们注意下列涉及所引 人的孤 zcAi - SWioZes 公式的两种推导的状况. 
在 § lb 中的“軼”推导基于在所考察的 （ S ， S )- 市场模型中存在唯一的鞅测度. 

这就确定了所考察的模型的无套利性，并给出按公式 C T = B 0 Ep T 昏 来计算合理价 

格的可能性，它（对于 /r =(办 - K ) + ) 就体现在 Biack-Schoks 公式中. 

基于“基本方程”解的推导导出同样的公式.因而值得强调的是，在这一推导 
中，无套利和完善对冲的思想表达为由于问题 (2)-(3) 的解的唯一性，所求得的价格 
^(0, 洗）自动是“无套利”、“公平” 价格: 如果所指派的期权价格小于巧0,私)，那么 
期权出售者，一般来说，不可能履行自己的合约义务 ，而如果大于 Y (0, S o ), 那么出售 
者显然将有纯收益（“免费午餐 （free lunch)，’). 详情参见第五章§ lb. 


§ld. Black-Scholes 公式 • III . 带分红的情形 

我们将重新假定，（5，^-市场由 § lb 中的关系式 （5) 和 （6) 来描述，但对股票持 
有者支付分红（比较第五章 § la 中的第6点). 

更确切地说,这意味着下列情况 ： 如 S = ( St ) t ^ o 为股票 的市场价格， 那么考 
虑支付分红的股票的 持有者的资本 S = ( S t ) t ^ 0 可认为是按下列法则 （并 考虑折现) 
来演变的： 

d 

这里 5^0 是刻画分红支付强度 ( rate ) 的 参数. 如果岛三1，那么由 （1) 得到， 

dS t = dS t + 6 S t dt , ( 2 ) 

而这就是说,股票持有者的资本在时间出中的增加是由股票的市场价格的变动 
和与& 成正比的分红 8 S t dt 叠加形成的. 

由于 = S t (jxdt + adW t ) 以及 

d (聋)=急 ((" _ 咖 + ( TdW t ) , (3) 


I 


St_ 

bI 


SStdt 




B t 


⑴ 


故由 （ l ), 

记 



Q 

=^ ((" - r + 5 )dt + adW t ) • 



⑷ 

( 5 ) 
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和 

= exp (-^±V - • ( 匕 ^)V) . (6) 

于是，如果令 

dPT — Zt ^ Pt 

来定义测度戸 t , 那么由 Girsanov 定理（参见第三章 §3 e ), 我们求得，过程雨= 
( WtUr 关于测度戸 T 将是维纳过程_因此， 

Law(〆 + aW t ; t ^： T \ P T ) = Law((r - S)t + aW t \ t ^ T \ P T ) 

= Law((r - 8 )t + aW t ; t ^ T \ P T ), 


以及 


Law (5 t ;t < T | P t ) = Law ( S 0 e ( r - 5 一嚓) < r | P r ). 


⑺ 


设 # = /3 t B t + 7 ^,^ T , 为自融资策略 tt = (/?， 7 ) 的资本.由于关于测度 
折现资本 (警) 为在有广 llSldu < oo ( P - a . S _) 的 0- 容许策略类中的鞅，故 




V7T 

A r ^ A 0 

Pt b t — b 0 - 

由此导出（比较 § lb 中的 (13)), 买人期权的合理价格 Cr (<5； r ) 由下列公式来确定 


C T ( S ; r ) = B 0 Ep T 


fr 

Bt 


⑻ 


其中 /t = ( 5 ^r - K ) + . 

考虑到⑺和 § lb 中的公式（16)，由⑻求得， 


Ct ( S ; r ) 


e - rT Ep T 

e~ rT E ^S 0 e^ r - 6 -^ T+aWT - kY 
e~ rT E ( 如 … Vn 尺 ) 
cr ^~ST^ / ln ^+ T ( r - J +^)\ 


S Q e - 01 $ 


Ke~ rT ^ 


aVT ) 

In 黉 + r(r — J 一 4 ) 

crs/T 


⑼ 


又设 F T ( S ; r ) 为具有分红时的卖出期权的对应价格.不难断定，价格 C T (<^) 和 
Pr (5； r ) 是由下列“买入-卖出期权平价”恒等式相联系的（比较第六章 §4 d 中的⑼): 

P r ((5 ； r) = C r (5; r) — S 0 e~ 6T + Ke~ rT . (10) 
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比较公式⑼与 § lb 中的对于 C T (0; r ) (= C T ) 的公式⑼相比较，并考虑（10)，我 
们导得下列结果. 


定理.在具有股票分红时买入期权和卖出期权的合理价格 C T (5; r ) 和 P r (5; r ) 
由下列公式给出： 



以及 


P T (J;r) 


ST 


Pt(0;t — S) 


( 12 ) 


其中 C T (0 ;r — J ) 和 P T (0 ;r —5) 由 §lb 中的公式⑼和 (18) 的右端（“无分红情形”) 
以 r - J 取代 r 来确定. 


2. 在扩散 （ B ，)- 股票市场中的美式期权.无限时间视 
野的情形 

§2 a . 标准买入期权 

1. 在运作期权和其他衍生金融工具时，应该清楚地区分两种 情形： 第一种是时 
间参数 t 属于有限区间 [ o ， r ] 的 情形； 第二种是时间参数 t 属于无限区间 [ o , oc ) 的 
情形.第二种情形当然是某种理想化，但在数学分析上比起第一种情形来大为简单. 
对于第一种情况来说，这样那样的在时刻 t 的解的概念本质上依赖于量 r - i ， 即到 
结束合约作用时刻的剩余时间. 

这就说明了为什么随后的叙述从考察第二种情形开始.有限时间区间 [ o , t ] 的 
情形在第3节中讨论. 

2. 我们将假定,在渗透概率空间中给定标准维纳过程 W = 
( Wt ) t^o 以及扩散（5, S )- 市场有下列 结构： 

dB t = rB t dt , B 0 > 0, (1) 

dS t = Stifidt H - adW t ), So > 0. (2) 

对于标准折现买入期权来说，偿付函数按照定义有下列 结构： 

ft = e ~ Xt g ( S t ), (3) 

其中 g ( x ) = (x — i ^) + , x e E = (0, oo ). 

类似于离散时间情形，令 

V* (x) = sup B 0 E X ~-, (4) 
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其中 sup 对下列所有有限停时的类来取： 

971 ^° = {t = t(uj) : 0 ^ t(cj) < oo,cv e fi }, ( 5 ) 

以及 t 表示关于鞅测度巳的数学期望，而关于该测度，过程 S = ( S t ) t ^ o 有随机 
微分 

dS t = S t (rdt H - < rdW t ), So = x . (6) 

为了简化记号，我们将从一开始就令 /x = r . 在这一假设下，匕和 t 上的符号 “〜” 
可忽略. 

这样，设 

V *( x ) = sup E a : e _( A + r ) r (, S , r - K ) + . ⑺ 

rean°° 

为了多种目标，除了类以外,有意义的是还要考察类 


971 0 = {r — t(uj): 0 ^ t(uj) ^ oo , a ; € fl}, 

其中的 Markov 时刻可理解为也能取值为 + oo ; 再令 

V *( x ) = sup E x e _( A + r ) r ( 5 r - K ) + I{t < oo ). ⑻ 

reWt ^ 3 

求函数 v ^( x ) m T { x ) 与所考察的标准美式买人期权的定价有最直接的关系， 
因为值 V *( x ) 和⑷恰好重合于合理价格的值，其中假定期权购买者或者在类 
^ 中或者在类面 r 中可选择期权执行时刻，而洗= x . (r = oo 的情形对应不把 
期权提交执行 .） 这一断言的证明在离散时间情形下如同第六章 § 2 c 中的定理 1 的 
证明一样进行在连续时间情形下，本质上没有多大 改变; 详情参见例如，[ 33 ]， [ 265 ], 
[ 281 ]. 同样，如果 t * 和产是在问题⑺， （ 8 ) 的解中的最优时刻，那么它们将是期权 
购买者提交执行的最优时刻（在类 2715 °或者丽中). 

3 - 在进行最优停止问题⑺和⑻的讨 论中， 我们先分离出（无意义的 ） A = 0 
■的情形. 

在这一情形下， 

e ~ rt ( S t - K ) + = (如哪- ☆ — Ke~ rt Y , 

由此可见，过程 ( e ~ rt ( S t ~ K )+) t ^ 0 为下鞅，而这就是说，如果 t e OTf ， 即 r ， 
uj en , 那么 

E x e - rr ( 5 r -尺)+ 彡 ^ e ~ rT ( S T - K ) + ^ x . ( 9 ) 

根据 Black-Scholes 公式 (参见 § lb 中的⑼)， 


E x e~ rT (S T — K) + — A T^oo, 


(10) 
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对任何 r ^ O 成立. 

由于在所考察的情形下， y * ( x ) = lim %⑷，其中 

T—^oo 

Vf ( x )= sup E x e -^ + r ) r (5 r - K ) + (11) 

rem^ 

(参见 [441; 第 3 章]，并比较第六章 §5 b )， 那么由⑼和 （10) 我们断定，如果 A = 0 
和 r > 0,那么“观望需要尽可能地长”. 这一说 法的确切含义在于，对于每个 x >0 
和任意的 e > 0可求得这样的确定性时刻 T Xi€ , 使得 

E x e _ rTa ! - c (5 T :Cje — K ) + ^ x — £. 


4. 我们现在来陈述关于最优停止问题⑺和⑻对于 A > 0的情形的基本结果. 
定理. 如果 A > 0, 那么对于每个 a : e (0, oo ), 


其中 


( x ) ^ v * ( x )= 


[x-K, 

\c*x^, 


X ^ X*, 
X < 


( 12 ) 



在类中存在最优时刻，且可取时刻 



下面将引人这一断言的两个证明_第一个证明基于最优停止问题的 “ Markov ” 
方法，并且在思路上如同离散时间情形的对应结果的证明（参见第六章 §5 b ). 第二个 
证明基于在著作[ 32 ]中运用的“鞅”理念,它与转换为‘对偶”概率测度的想法相联 
结（参见 § lb 中的第4点). 
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5. 第一个证明.我们考察比问题⑺和⑻略为一般的最优停止问题. 

设 

V *( x )= sup E x e -^ g ( S r ), (18) 

V *( x ) = sup E x e ~ /3 T g ( S T ) I(r < oo ) (19) 

为 Markov 过程 5 = { S u ^ u ^ x ) t ^ o 的最优停止问题中的价格， xeE = (0, oo )， 其中 
Px 为有 So = x 的过程的概率分布，0 > 0, V 上及 g = g ( x ) 为某个 Borel 函数. 
如果 5 = g ( x ) 为连续非负函数，那么根据 Markov 的最优停止法则的一般理论 


(参见 [441; 第3章]并比较第六章 §2 a 中的定理 4): 

( a ) V *( x ) = V *( x ), xeE ; (20) 

( b ) V *{ x ) 为函数 〆 x ) 的最小玦超过优函数， 即满足下式的函数 V { x ) 中的最 
小者： 

V ( x ) ^ g { x ), V ( x ) ^ e ~^ T t V { x ), (21) 

其中 T t V ( x ) = E x V ( S t ); 

( c ) V *( x ) = limlimQ ^( a :), (22) 

n jV \ / 

其中 

Qn9(x) = max(g(x), e~ p ' 2n T 2 -ng(x)); (23) 

• ■ 

( d ) 如果 k supe -^(5 t ) < oo , 那么对于每个 e > 0,时刻 

t 

• • 

tv = inf { t : V*(S t ) ^ e~^g{St) + s} (24) 


为在类中的 e - 最优停时，即 P x ( t x < oo) = 1, x e E , 以及 V *( x ) -e ( 

Exe _/3r ^(5 T J; 

(e) 如果时刻 

为停时 ( Px ( r 0 < oo ) = l , x e e ), 那么它在类 ang ° 中 最优： 

V*(x) = E x e~^g{S TQ l x € E; 

这时，如果某个另外的停时 n 也是最优的，那么 P x (r 0 < n) = 1, x G E , gp r 0 是最 
小的最优停时. 

设 C* = {x 6 五： V*(x) > g(x)} 以及 D* = {xeE: V*(x) = g(x)}. 

由 （ 22 ) 和 （ 23 ) 不难导出（比较第六章 §5 b ), 函数= V*{x) 有相当简单的结 
构，它是在五= (0,oo) 上为优于函数分= 5 (x) 的下凸函数.这时，存在 A 满足 
C* = {x: x < x*} 和 D* = {x: a: 彡 x*}. 
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因此，问题⑺和⑻的解归结为求值 X *,以及当然还有函数 V *( x ) V *( x )). 

如果分析第六章 §5 b 第 6 点中所引入的对求解离散时间情形下的相应问题的讨 
论，那么下列思想就变得非常 自然： 所要求的值: r * 和函数 〆 x ) 的最小 （A + r *)- 超过 
优函数 V *( x ) 必须是下列汾 ep / mn 问题或者自由边界问题（参见 [441; 3.8]) 的解： 



LV ( x ) = (X + r ) V ( x ), x < x , 

(25) 


V { x ) = g ( x ), 

(26) 


dV ( x ) dg ( x ) 

xfx xix' 

(27) 

其中 

d a 2 2 d 2 

L = rX d X + 2 X 

晒 

% 

(28) 

为有随机微分 

dS t = S t (rdt + adW t ) 



的过程 S =( 氏)咖的无限小算子 • 

我们将对下列形式的方程 （25) (在暂时未知的区域（0,幻中） 求解: 


V ( x ) = cx 1 . (29) 

于是对于7我们得到方程 

7 2 - (i - 芸 ) 7 - —^ r) =°- (30) 

为了简化记号，我们将认为 a 2 = l . ( 如果 a 2 # 1 ，那么在最终答案中需要作替 

换一云， A — 会 .） 

有 a 2 = 1的方程 （30) 有两个根 



和 

72 = G- r )_ 

由于 A > 1，故 7 i > 1. (如果 A = 0 ,那么 7i = 1.) 根 72 < 0 . 
因此，方程 （25) 的通解必须有下列 形式： 



(32) 


V(x) = cix 71 -f C 2 X 72 . 


(33) 
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正如在离散时间情形中那样（第六章 §5 b )， 由 （33) 我们断定， c 2 = 0,因为否则 
当 aU 0时, V { x )-^ 土 00 ,按照所考察的问题的含义，这是必须要排除的 （ F * ⑻彡 0, 
而 V*(x) ^ x). 

这样，对于 x < 瓦 V ( x ) = 其中 Cl 和“自由”边界 J 是暂时未知的常数， 
为确定它们，可利用条件 （ 26 ) 和“光滑粘合”条件 ( 27 ). 

条件 （26) 给出关系式 

cxx 11 =x-K. ( 34 ) 

条件 （27) 有下列 形式： 

ci 7 i 壬 71 一 1 = 1 . ( 35 ) 

由这两个关系式，我们求得 

^ = Cl = ^" 71 ( 2i F 1 ) 71 " 1 - ( 36 ) 

这样一来，问题(25)-(27)的解 V { x ) 可表示为下列 形式： 


V ( x ) = 



X <Xy 


(37) 


其中$和 Cl 由 （36) 来确定. 

~注.如果 K = l, 那么 V(x) 恰好重合于由第六章 §5 b 中的公式 （39) 确定的函 
数 Vix); 这点并不令人惊奇，只需注意到公式 （22) 以及在第六章中求出函数 V(x) 
的方法. 

现在如果指出所求函数 V ( x ) 重合于价格 V *( x ) (参见⑺),那么定理将得证，而 

时刻 

f = inf{t ^ 0 : S t ^ x} 

在类面 T 和类中最优，只要 P x (t < oo ) = 1. 

为此，显然只需断定下列“检验”条件成立（对于 x£E = (0, oo ))： 

( A ) V(x) = E x e~^ r ^(Sr- K) + I{t < 06) 

以及 

( B ) V(x)^ E x e~( x ^(S T - K)+I{t < 00 ) 对于任何 r G £ D ^° 成立. 

由味- K)+I{t < oo ) = V{Sr)I{r < 00 ) 和 V{x) ^(x~ K)+ f 为使⑷和 （ B ) 

成立，转^需要检验下列条件 满足： 

( A ’） V(x) = E x e~^ r ^V(Sr)I(f < 00) 

以及 

(BO V(x)^ E x e~^-V(S T )I(r < 00 ) 对于任何 r m x e E 成立. 



2. 在扩散 （丑，5> 股票市场中的美式期权.无限时间视野的情形 


. 719 • 


确立性质 （ A ') 和 （ B ') 标准技巧基于把 It 6 公式（更确切地说，它的某个 推广: 
K Ito - Meyer 公式”）应用于 V ( x ), 具体如下. 

设 F = V ( x ) 为某个 C 2 类函数，即有连续二阶导数的函数.于是“经典的” It 6 
公式（第三章§以）应用于函数 F ( t y x )= e -^^ Vix ) 和过程5 = ( S t ) t ^ 导致下列 
表示式： 

e ~ { x + r ) t V ( S t ) = y (5 0 ) + (入 +r)u [ LV ( S U ) — (A + r ) V ( S u )} du 

Jo 

+ f e ~^^ u aS u V f ( S u ) dW u . (38) 

Jo 

如果现在转向 （37) 中定义的函数 V ( x ), 那么可以察觉，除了仅仅一个点 x = x 
以外，这^函数对于所有 xeE =(0, oo ) 都属于 C 2 类，从而可认为公式（狀）对于 
V ( x ) = V ( x ) 来说也成立，其 t 在点 x = x 上的导数需作适当的理解. 

在所考察的情形下，函数尹 ㈦ 是(了）凸的，并且其一阶导数 V f { x ) 存在以及对 
于所有 z e 五=(0, 00 ) 连续，二阶导数 V ft { x ) 除了点 : c = x 以外存在，但在点 x = x 
上存在极限 

W ㈤ = 〃 ㈤ 和 V "( x ) = \ imV f , ( x ). 

x^x xlx 

在随机分析中， P .- A . Meyer 对函数 V ( x ) 为两个凸函数之差提出的 It 6 公式的 
推广成立.（参见例如， [248; (5.52)] 或著作 [395; IV ]中的 加 - Mq / er 公式 .） 

我们感兴趣的函数尹⑷是（下）凸函数，而对于 F ( t , x ) = e - ( A + r ) 中⑷和 

S = ( S t ) t>0 的似公式在表面上与公式 （38) —样，仅有的变化是二阶导数 
V n { x ) 需要取比如值 V !!( x ). 

这样，考虑到这一约定，我们求得 


(39) 


(40) 


(41) 


(42) 


e ^ x + r ) t V ( S t )- V { S 0 ) 



t 


e ~^ u [ LV ( S u ) - (A + r ) V { S u )]dn + M u 


0 


其中 





t 


e-~^ u aS u V\S u )dW u 


0 


注意到以下这点是有 益的： 对于 0； < 瓦 

LV { x ) — (A + r ) V ( x ) = 0 

(由 (25)), 直接计算还指出，这一等式也对 x = x 保持，而当 a : > x 时 


LV(x) — (A + r)V(x) ^ 0. 
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由（刪,⑷）和⑷）我们得到（当私= X 时） 

I 

V{X) ^ e -(A+r)ty (5t) _ 

正如由 （40) 可见，过程 M = ( M t ) t^o 是局部鞅. 

设 （ T„) 为它的局部化序列，以及 r e 面 r 于是由（43)， 

V ( x )^ E x e ~^ r ^ A ^ V ( S TnAr ) - EM TnAT 
= ^ x e -^ r ^ A ^ V ( S TnAT ) 

= E x e -( A + T ->^ AT ) F (5 T „ AT )/(r < oo ), 

并且，根据 Fatou 引理， 

V ( x )^ limE x e -( A + r )^ AT ) F (5 TnAr )/(r < oo ) 

n 

彡 E x e ~^ T V ( S T ) I(T < oo ), 


这就证明了 （ B ')_ 

现在我们，立性质 ( AO - 

如果 a : G 5 = { a :: J }， 那么 P x (r = 0 ) = l 1 以及性质 （ A ') 显然 ■ 

现在设 xeC ={ x : x < x }. 于是由 （ 4 1) 和 (39), 我们得到 

V ( x )= e ~^^ V ( S TnA r ) - M TnA ^ 


而这就是说， 


由于 


V ( x )^ ^ x e ~^ r ^ A ^ V ( S TnA r ) 

= E x e-^^ A ^^(5 TnA? )/(f < oo) 

4 - E x e-^ x+r ^ A ^V(S Tn )I(T - oo). 


t 


以及 


< e-^ r ^ T ^V(S TnA r)I(r < oo) 

< sup[e—( A+r ) 平 (⑹] < oo) 

t^T 

< supfe-^e^-^ 4 ]/^ < oo) 

t^T 

彡 sup[e _At e 娜- ☆]， 


E a ； sup[e _A *e <7lVt_ ^" < ] < oo 

t 彡 0 


(43) 


(44) 


(45) 
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(参见下面的引理1的推论2)，那么根据 Lebesgue 控制收敛定理， 

lim E x e -^ r ^ T ^ V ( S TnA r ) I(r < oo ) = E x e _( A + r 斤泛 (5?) J(f < oo ). (46) 

n 

又，在集合 { a ;: f = oo } 上，有 V ( S Tn ) ^ V ( x ) < oo , 因而， 

oo ) = 0. (47) 


所要求的性质 （ A') 由 （ 44) ，（ 46) 和 （ 47) 得到. 

为了完成定理证明，需要确立性质 （ 46 )， 并证明公式 （ 17) (其中= ?). 
为此，我们证明下列断言. 

引理 1. 对于 x ^ O 以及 // G E , <7 > 0, 


P lmax(jns + aW s ) ^ x 



(48) 


其中 ^( x ) = 



>/2 tt 



e _J 2~ dy 


证明. 为简单起见，设 < J 2 = 1. 根据 Girsanov 定理（第三章 §3 e 或第七章 §3 b ) 


P [ max(/xs + W 8 ) > Wt < x 

s^t 


El ( max(fis + W 8 ) > x^t^r Wt ^ x 




2 


Eexp I fiW t — —t J / ^ max W s > x,W t ^ x 


(49) 


令 7 ； = inf{t ^0:W t =x}. 于是 D. Andry 反射原理断言，过程 

W t = W t I(t ^ T x ) -h (2x - W t )I{t > T x ) 

也是维纳过程 _ (参见第三章中的 § 北， [124], [ 2 郎 ] 和 [439].) 


(50) 
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由 （49) 和 （50) 我们求得 


P ^max(//s W s ) ^ xj 

— P(〆 + Wf 彡； c) — P ^max(/xs 4 - W s ) > rc， 〆 + W t < x) 

=$ ( X — Eexp ("Wi — 皆亡 )I ^max Ws > x,W t ^ x 
=$ ( X ) — Eexp ("W t _ I ^max W 3 > x,W t ^ x 
=^ — Eexp (/x(2x — W*) - Y^j J ( w t > 

=0 ( X ^^ ) - Eexp ("W t _ I(W t ^ x) 

(^^) — e¥ x P(jd + W t >x) 


X — fit 

~W 


e 2 ㈣ 伞 


—x — jit 

~vf~ 


引理得证. 


推论 1. 如果 M <0, 那么 


P ( sup(〆 + aWt) ^ x 

Wo 


1 — exp 


㈤ 


如果 // ^ 0, 那么 


P ( sup (/it + aWt) < x ) = 0 

Wo ) 


推论 2 ((45) 的证明).在 （50) 中取只=- ( A +^~ 


，我们求得 


P (sup aW t - (久 + 皆 )£ < : 

由此很明显，如果 A > 0,那么性质 （45) 满足. 


1 — exp 




(51) 


(510 


(52) 


推论 3 ((17) ■的证明).设 & = : re rt . e °^- 兮 t 以及 x * > a : . 那么由" d < 0 
的 （ 51 )， 我们求得 2 


P(r^ = oo) 


P ( sup crWt + 

Wo . 

. / X \ 1 -^ 




-( 


(53) 
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这就证明了公式 ( 17 ) 对于 r < ^-以及 x < x * 成立 • 当； r 彡: c * 时，这一公式显然， 

2 

而对于 x < /以及// = r - ^ 0 ,公式 （ 17 ) 由 （ 51 ') 得到. 

定理的第一个证明完成. 

6. 第二个证明. 设0 = A + r，A > 0, 71 由公式 （31) 和私 = 1来确定. 


令 




/3t^r7l 


(54) 


我们求得 


Z t = exp < ^ i \ oW t - 


(7i^) 2 


(55) 


由此很明显 ， Z = ( A ) 为 P - 鞅，并且 


e ~^( S t - K )^ = S~ 11 ( S t - K ) + Z t . 


如果记 


G { x ) = x~ lx (x — K ) 


那么我们看到 


V *( l )= sup Ee - ( A + r ) r (5 r - K ) + I{r < oo ) 

=sup EG ( S T ) Z T I(r < oo ). (56) 

t € 面 


所考察的过程是由维纳过程灰 = ( W t ) t > 0 生成的，不妨碍一般性，可立刻假定， 
㈣ 多 ，(死 ) gq ， P ) 为坐标维纳滲透空间，即 Q = C [0, oo ) 为连续函数 o ; = ( cv ( t)) t ^o 
的空间，罵= < t { u : u ( s ), s ^ t )^ = V 只和 ：为维^测度. 〜 

设 P 为 { Q ^) 上的测度,关于它，过程兩= ( W t ) t ^ o 为维纳过程，其中兩= 
W t - ( Jicr ) t . 

如果 p t = P | 界和民 = Pl ^ t 为测度 P 和？在瑪上的局限，那 么民〜 P t ， 
它们的 Radon - Nikodym 导数为 ~ 

wr z - (57) 

其中由公式 （55) 来确定.（参见例如，第三章 §3 e 中的定理 2.) 

因此,如果 A €武，那么 

^Ia = ^IaZ u 

其中 E 为关于测度 p 的均值,而如果 A e 义，那么 


EIaJ(t<oo) = 


(58) 
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(比较第五章 §3 a 中的 （2)). 

. 由此我们求得,如果/ = m 为非负 舄 -可测函数，那么 


E/ 々 T<00) = ^^r/^(r<oo) • 


(59) 


它与 （ 56) —起，导致 



⑴= sup EG ( S t ) I(t < oo ) 
t€MT 


(60) 


换句 话说， 最优停止问题 （8) (对于 x = l ) 等价于新问题（60)，其解容易由下列 
设想得到. 

我们考察函数 G ( x )= (x - 幻+_这个函数在点/ = K ^— 上达到它在 


我们考察函数 G ( x ) = x ~^ (x - K )+. 这个函数在点 x*=K 
E =( 0 , oo ) 上的最大值（比较 （ 15 ))， 并且 

max G ( x ) = c * (= G ( x *)), 

其中 c* 由公式 （ I 4 ) 来确定.因此，由 （ 60 )， 

V *( l )^ c * sup E/(r < 00 ) ^ c *. 


7i 


(61) 


(62) 


设 r * = inf {^ ^ 0 : S t ^ x *} 以及初值 5 0 = 1 < x *. 由于根据假定 ， A > 0,故 


X < oo . 


引理 2. 1) 当 A >0时, 


P(r* < 00) 


(63) 


2 ) 如果 A > 0 ,且同时 7 ，那么 


P(r* < 00) 


(64) 


证明.过程 W t = W t - ( 7 ia ) i , t > 0, 为关于测度戸的维纳测度，以及按照 


Girsanov 定理， 


P(r* < 00) = P f m^c 5 t ^ x 


p 〜+ 


p te r - 


cr 2 \ 1 


彡 \nx 




J1CT 2 + r - t 彡 lnx *) 

7i < T 2 + r — t ^ lnx *) 


其中最后一个等式由 （ 51) 以及下列关系式 得到: 


7 i ^ + r —— 7 T — a 

Zi 


2 (A + r ) 

a 2 


>0. 
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从而， （63) 得证.性质 （64) 已经在推论3中确立. 

引理2得证. 

我们重新转向 (62). 由于 P ( r * < oo ) = l 以及 G (5 r *) = G ( a :*) = c *， 故 

EG ( S r *)= c \ 

以及由 （62) 得到， 

F \ l ) = EG (5 t .) = EG ( S t *) I ( t * < oo ) 

= Ee _( A+ 巾 - K ) I ( r * < oo ) = C *. 

由此(对于 X ^ l ) 得到公式 （ l 2 ) 的第二个证明,并确立了时刻 T * 的最优性.如 
2 

果 r 彡那么 P ( T * < 00) = 1，因而，在这一条件下，时刻 T * 在类职中最优. 

§2 b . 标准卖出期权 

对有偿付函数 / t = e ~ xt g ( S t ) (其中夕 ⑷ = { K ~ x )^ 1 xG ^=(0, oo )) 的 卖出期 
权的讨论与买人期权的情形中一样进行.因此，可只限于陈述结果及其证明的基本 
要点. 

我们将认为，扩散 （尽 外市场用 §2 a 中的表示式⑴和⑺来描述,以及 

U ^( x )= sup E x e ~^ T ( K - S T ) + , ⑴ 

reang° 

C /*( x ) = sup E x e~ ix ^~ r)T (K - S T ) + I(r < oo ). (2) 

rem ^ 


其中 


定理. 设 A 彡 0. 那么 

( x ) — ( x )= 


[ K - x , 


X ^ X*, 
X > X *， 



K 


1721 

+ 172 ' 


在类中存在最优时刻，并可取时刻 


⑶ 

⑷ 

⑹ 

⑹ 


r* = ini{t ^ 0: S t ^ x*} 


⑺ 
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作为这样的时刻， 


这时， 


P x (t^ < 00) 


当 r < ^■或 x 彡 x *， 


当或 m *. 


⑻ 


这一定理的证明甚至比 § 2 a 中的定理证明还要 简单; 这点可由函数 〆 x ) = { K - 
x )^ 有界来说明. 

类似于离散时间情形的相应问题（第六章 §5 c ), 自然假定，观察延续区域和 
观察停止区域有下列 形式： 

— {x e E : x > x ^} = {x e E : U ^( x ) > g ( x )} 


{x e E : x ^ x ^} = {x e E : U ^( x ) = g ( x )} 
其中 〜 和 U *( x ) 是下列 Stephan 问题的解和 U ( x )): 

LU ( x ) = (A H - r ) U ( x ), x > x , 

U ( x ) = g ( x ), x ^ x , 


dU ( x ) 

dx 


xlx 


dg ( x ) 

dx 


x^x 


⑼ 

( 10 ) 

( 11 ) 


在所考察的情形下，方程⑼在区域 x>x 中的有界解有形式为 U ( x ) = 

其中 72 是 § 2 a 中由公式⑷定义的二次方程 （30) 的根.运用条件 （10) 和（11)，我 
们可唯一地求2辱等式 （5) 和 （ 6 ) 右端给定的值 H 和艽 

u, ( x ) - U ( x ) 以及时刻 T* 最优的证明可借助于类似在前面 §2 a 中所引入的讨 
论，通过确立“验证”相应的条件 （ A ) 和 （ B ) 的途径来进行.公式 （ 8 ) 的证明基于应 
用同样的 § 2a 中的引理 1 及其推论. 

注.所陈述的定理证明的“鞅”方法（“第二个证明”）基于下列 注记: 在所考察 
的情形下，如下定义的过程 Z = ( Z t ) t >0 为鞅: 


Z t 




A + r , 


并且 


Z t = exp < 72 ( 7 ^ - 


( 72，) 2 


于是 


併 (K — 5 t ) + - S^{K- S t yz t < c* 石， 


随后的讨论如同买入期权的情形中 (§ 2a ) 一样进行. 
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§2 c . 买入期权和卖出期权的组合 

1. 正如在第六章 §4 e 中所注意到，在实际中，广泛的对冲不仅由个别的期权样 
式，并且还有它们的各种各样的组合.例如，由买入期权和卖出期权以不同的执行价 
格所形成 的宽跨期权， 就可作为这种例子. 

在本节中，将引入美式宽跨期权的计算例子，再次假定，执行时间可以是 [ 0 , oo ) 
上 的任何 时间，而所考察的（5，的-市场的结构由 § 2 a 中的关系式 （ 1 )-( 2 ) 来描述. 
换句话说，假定 ^ 

B t = B 0 e r \ ( 1 ) 


以及 


S t = So exp 





( 2 ) 


其中 W = ( W t ) t ^ o 为标准维纳过程,并且 " =在这一情形下，原来的测度 P 是鞅 
测度. 


对于折现宽跨期权来说，偿付函数有下列形式（比较 § 2a 中的⑶) 


ft = e - xt g ( S t ), 0 0, 



⑶ 


⑷ 


其中= {r = t ( uj ):0 < rH < oo , o ; e 叫为有限停时类，而巳为在假定 
So = $ €五=( 0 , oo ) 下的均值. 

2. 为求出价格 V *{ x ) 以及对应的最优停时，可运用在上节中采用的 [32] 中的 
“鞅”方法（参见例如 § 2a 第 6 点中的“第二个证明”).这时，我们将假定初始状态 
5 0 = 1,并认为执行价格7^和火 2 满足 iiT x < 1 < K 2 . 

设 



为 §2 a 中的二次方程 (30) 的根. 
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正如在 §§ 2a ， b 中所指出，有/? = A + r 的过程 M t (1 ) = 和 M t (2) = e ，》 

(亡彡 0 ) 为 P - 鞅. 从而，非负过程 M t ( p )= pM t ( 1 4 ( l - p ) M f (2) 对于任何满足 0 ( p < 1 
的 p 为 P - 鞅,并且 


F ' l )= sup E . e -^^ giSr ) 

rGSPlg 0 

n 叫)硬蒂 w _ 

正如在 § 2a 第 6 点中所做的那样，我们引入测度 P ( p ), 满足 


⑺ 


dPtip ) 

~ dP 7~ 


M t { p ), 


⑻ 


于是由⑺我们断定， 


^( 1 ) 


P g ( S T ) 

rl^oc ^P)pS7 1 -h(l~p)S^ 


⑼ 


其中 E P ( P ) 为关于测度 P ( P ) 的均值. 

下一步在于在集合[ 0 , 1 ] 中适当选择值 P (以后它将记为 〆 )，由它可成功解决 
相应的最优停止问题⑼. 

正如在[3 2 ]中所指出，下列对于 ip , s u s 2 ) 的方程组有且仅有唯一解 ( p \ sls * 2 ): 


S 2 — i ^2 


Ki 一 Si 


psl 1 + (1 — p )4 2 ~ p s T + ( i - p)# 2 ’ 


( 10 ) 


S 2 

52 — i^2 

Si 

Si — Ki 

其中 p € [0,1]， S 2 > 私 ， Si < Ki . 
设 


PJ14 1 + (工- P )72^2 2 

PS2 1 + (1 - pW 2 

Plisj 1 (I ~ p)j 2 sJ 2 
psj 1 + (1 - p)sf 


( 11 ) 


( 12 ) 


S ; — i^2 




_ ^2 ~ ^1 _ 


不复杂的分析指出， 


% p 1P ^ P ，= 4 S U ， (=c *). 


这时，函数 G ( s )= 
因此，由⑼， 


p*s，i + (l-p^)s ^ 2 


在点 4 和 € > 成 2 上达到最大值 




(13) 





我们定义 
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由带漂移的线性布朗运动的性质导出， P ( t * < oo ) = l . 从而， E^^GOSVO =匕 
而这就是说， 

V *( l ) = c \ 

而时刻 T * 为最优停时. 

注.如果心=火 2 ,那么宽跨期权转化为跨骑期权（参见第六章 §4 e 第2点). 

§2 d . 俄国期权 

1. 我们将考察扩散 （ B ， 的-市场，其中 

dB t = rB t dt , B 0 > 0 (1) 

和 

dS t = S t (rdt + crdWt ), So > 0, (2) 

或者，等价的， 


B t = B 0 e rt , 

S t = S Q e rt ^e aWi -^ t . 



⑻ 


⑷ 


其中 



max 5 U — aS t 

u^t 



a ^ 0- 


⑻ 


有偿付函数⑷的美式期权称为“俄国期权” ([435], [434]), 它属于有后效和折现的 
卖出期权.（比较第六章 §5 d .) 

运用与 §§2 a , b 中一样的记号 （ E ^ ajlg 0 ，!^ 0 ，...)， 令 


U^(x)= sup E x e~ rr f T (S) 


⑹ 


以及 
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U ^{ x ) = sup E x e ~ rr f T { S ) I{r < oo ). 


⑺ 


不同于在 §§2 a , b 中考察的最优 Maxkov 过程 S = (氏)咖的“一维”问题，问题 
⑹和⑺为在下列含义下的“二维”问题:泛函 f t ( S ) 依赖于“二维” Markov 过程 
(氏， max u <t Su )- 

然而，尤其引人注目的是，“测度替换”方法使得这个“二维”问题归结为某个新 
的已经是“一维”的问题，它容许求出 U ,( x ) (= 艮⑻）和最优停时的显式表达式. 

2.把“二维”问题归结为“一维”问题的巧妙想法已经相当清楚地在第六章 §5 d 
中对于离散时间情形叙述过. 

在所考察的情形下，正如在 §2 a 第5点中所进行的那样，认为原来的渗透概率 
空间（0,多，(多 t )， P ) 为坐标维纳空间. 

设 P 为 （ Q ， 多）上的测度，其局限~ P * 以及 


dP t 

dP t 


Zu 


⑻ 


其中 




wt -4 


St/So \ 

bJb ~^ r 


t^o 


⑼ 


关于测度 p ， 有 


Wt = Wt ~ at 


( 10 ) 


的过程 W = (Wt)^o, 根据 Girsanov 定理,它 是维纳过程， 并且对于 r e 页有 

烏 

E#—( A+r )V ⑹卟 <oo) = xE x e~ x ^ r/S ^ 9t ^ S) I(t < oo) 

i5 r /i50 O r 


xE x e ~ Xr Z r - ( — ^ T f "~ Q 5 T )+ J(r < oo ) 


xEe~ XT [ 腿吻 — a 

S T 


I(r < oo ). 


( 11 ) 


我们引人过程（也)吻，令 




max(max u ^ f S u , Spipp ) 


( 12 ) 


其中咖彡1， 


很明显， 如果你 =1，那么 


因此, 
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Ee -Ar maX ^---— — a I(t < oo ) = Ee -入 T [Vv - a]+/(r < oo ). (14) 

S T 

m 

我们将记^为概率过程（咖 )^0 的分布，其中假定^0 = ^ ^ 1；同时考察下列 
最优停止 问题： 

U ( ip ) = sup E ^ e ~ XT [ ip T — a ] + (15) 

以及 八 

U ( tp ) = sup E ^ e ~ XT [ tp T — a ] + I{r < oo ), (16) 

托面 0 °° 

它可看作股票价格过程由过程 (^)^ o 给定、而岛三1的折现美式买入期权的定价 
问题.（我们强调,原来的问题是关于卖出期权的!） 

由 （6) ，⑺和 (15), (16) (同时考虑 （11) 和 (14)) 我们求得 

U ,( x ) - xU { l ), U ,( x ) = xU ( l ). (17) 


3. 在陈述有关最优停止问题 (15) 和 （16) 的基本结果以前,我们先讨论有咖=1 
的过程 (^) t ^ o 的性质. 

引理 .1 ) 关于测度过程 (^)^ o 是相空间 E = [ 1 , 00 ) 上的扩散 Markov 过程， 
并且在点 {1} 处有多次反射. 

2 ) 过程 ( in ) t 別 有随机微分 

dih = - ^{rdt + adWt ) + dip t , (18) 

其中为在集合 {( o ;, i ): 呶 M = 1} 占增长的不减过程 ， W =(两)0 。为（关 
于测度 P 的）维纳过程. 

3) 如果 g = qW ) 为 E = [ l ， oo ) 上的函数，满足在 （ l ， oo ) 上 g e C 2 , 并存在 

g ，( l +) 三 li ^' WO , 那么 

分丄1 

LClW = + 心 2 $， 伞 八 ㈣ 

以及 


^(1 + ) 


( 20 ) 


证明 .由 （12) 求得 


洳 +△ 


max 


max u ^t+A S u Spipp \ 

St-^-A ’ St-\-A ) 

maxu^t S u So'ipQ S u l S' 

SfS t+£ JS t ， —SfS t+A /S t ， St^/St 
/ 1 S u /St 'j 

n ’ S t ^/ s t ’ St^/St f . 


max 


ma*x < 7 p t 


( 21 ) 
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我们察觉，对于 f <uO + A ， 

急 = exp ^ a ( W u - W t ) + (” + ^~) (w - 亡小 

从而，考虑到过程 W 关于测度 P 为维纳过程，我们看到，下列 “ Markov ” 性质成立 

Law (办 +△ |^, P ) = Law (咖 +△ | 乾 P ). 


为得到表示式（18)，令 


N t = max < max S u , S 冰 • 

l I 


显然，过程 iV = ( N t ) t ^ o 为有界变差不减过程. 
由 （2) 和（10)， 


dS t = S t [(r + a 2 )dt + adW t ], 


以及 


S t 


) = ~ — [rdt + adWt \. 


因此，根据 It6 公式 


d^t = N t d (^- J + - dN t 
= -7 p t [rdt + adW t ] + 


dN t 

~ S ^ 


或者，按照积分形式， 


l ipt = ^o~r f ^udu -a f ^ u dW u 

Jo Jo 


ft dN u 
o ~SZ' 


记 




r f dN u 

Q S u 


那么我们察觉， dN u { uj ) = 0 在集合 {( cv , u ): i ) u { u ) > 
JqI (^ u ( cj ) > l ) dN u ( cu ) = 0). 因此， 


( 22 ) 


(23) 


(24) 


(25) 


(26) 


(27) 

1 } 中成立（在下列含 义下: 


<Pt= f Ii^u = 1) 

^0 


dN u 

i ， 


(28) 


它更直观地指出，过程的值的变化仅当 ( lPt ) t> 0 落在边界点 {1} 上时发生. 
我们指出，对于每个 i > 0， 



I{^u = l)du = 0 ( P - a . s .). 


(29) 
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根据 Pubini 定理， 


I = ^)du = / E/(^ u = l)du = / P(^ u = l)dw = 0, 

o Jo Jo 


这是因为 P(^u 




0 ,它由点对的二维分布有密度而得. 


因此，过程 (^)^ o 在点 {1} 上 ( P - a . s .) 以零时间通过，而这就是说，这个点是 
多次反射边界 （ p 39] ; 第 IV 章， §7]). 


4. 定理. 设 A >0， a 彡0，0>1.那么 


必 一 a ， 




其中 


、=誓+(- W (香）+尽 


1,2 


为下列二次方程的 才艮: 


7 2 - Ar) — 5 = 0 , 


其中 


1 + 


2 r 

a 2 


2A 

a 2 


“阈值”及为下列超越方程在区域 必〉 a 中 的解: 


f 1 1 


7 i 


f 2 1 


72 


如果 a = 0，那么 


72 7i 
7i 72 


时刻 


r = inf{i 彡 0 U 0} 


(30) 


(31) 


(32) 


(33) 


满足 P v ,(f < oo ) = l , ^ 并且既在类 9 Kg ° 中最优，也在类 Tt ^ 中 最优. 

再次如同 §§2 a , b 中那样，我们引人两个 证明； 第一个 （“ Markov ” 证明）基于 
Stephan 问题的解，而第二个则依靠 “鞅” 设想. 

第一个证明.再次如同 §§2 a , b 中那样的设想，基于 §2 a 中的表示式（22)，指出 
在问题 （15) 中的观察延续区域5和观察停止区域5必须有下列 形式： 


{ip ^ 1: 7p< ijj} = ^ 1: U(ip) > g(ip )}， 
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以及 

D = ^ 1: ^ ^ ip} = {'Ip ^ 1: U(ij) = 夕⑼}， 

其中 9 (^) = 00 — 0 t )+_ 

再次如同 §§2 a , b 中那样，未知阈值及和 U(iP) 由下列 Stephan 问题的解来 确定: 


LU(♦) = XU(♦) ， I <ip <ip^ 

& (1+) = 0， 

dU(ip) dg(ip) I 


# _ # I ㈤ 


(34) 

(35) 

(36) 

(37) 


其中算子 L 由公式 （19) 来定义. 

我们将求出形为 U(iP) = ^ 的方程（ 3 4)的解.于是对于 7 ,我们得到二次方程 
(32)，其根为由公式 （31) 给出的71 < 0和 72 > 1. 

因此，在区域1 <矽〈必中“作用”的方程 （34) 有下列形式的 通解： 


Z 7 (岭）= ciijP 1 4- C 2^ 72 , 


(38) 


其中 Q ， c 2 为某些常数. 

为确定石和常数 Cl 和 C 2 有三个补充条件：（ 35 )， （36) 和 （37); 考虑到（38)，它 
们取下列形式： 



Cl 7 l + C 272 = 0, 

(350 


Ci 咕 71 + C 20 72 = ^ — a , 

(360 


d 7 i 咕 71-1 + c 2 72 咕 72 — 1 = 1_ 

(37。 

由 （36') 和 (370, 



Cl = 

_ a l2 + (1 — 72 ) 矽 a7i + (1 — 71 )^ 

(7 i - 72) 妒 71 ’ （72 - 71)矽 72 

(39) 

由（35')， 

八 72 

Cl =- C 2, 

7 i 

(40) 

它由对于多的方程（3 3 )给出.如果 a = 0, 那么由这一方程得到， 


♦. 

• 1 

7 72 7 i 一 1 72 一 71 

V ) = — •—- - 

71 72-1 • 

(41) 
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最后，由 （38) 和 （39) 以及考虑到（33)，我们求得，在区域 d = { ir ^< 奶中 


U {^) = ($- a ) 


72^ 71 — 7 i^ 72 
72 ^ 71 — 71 ^ 72 


现在我们指出， P^(t <00) = 1,01 . 为此只需指出 


对于任何^ > 
我们有 


p(sup (， f ^) > i > 

成立.（对于$ = 1性质 （42) 显然 .) 




exp Y t , 


其中 


Y t = sup a ( W u - W t ) 

u 彡 t . 


(J 心 

r + T 


( W - t ) 


我们如下构成停时序列 (< T k ) k ^ o ： 


CTO 


cti = inf{t ^ 1: Y t = 0}, 


(Tk+i = inf{^ > + 1 ： 1* = 6}, ••- 


于是我们看到，对于 f = In 多 > 0, 


(42) 


a ;: sup Y t ( cj ) >y \ =\J 

*^°° 』 fc^O 


CO ： sup Y t ( tj ) > y 

(7 k ^ t ^ ak+i 


对于不同的 A :， 事件 1 a ;: sup Y t ( uj ) ^ y ) 相互独立，且它们的概率都是相 

I <Jk^t<<Jk + l J 

同的正数.根据 Borel-Cantelli 引理，由此导出 P fa ; : sup Y t ( uj ) ^ yl = 1,而这就是 

八 I . *<oo J 

说， Pip(r < oo ) = 1. 

i 下的是只需证明，时刻 T = inf > 0 :呶彡必 为在问题 （ 15) 和 （ 16) 中的最 
优时刻. 

证明方法之一在于“检验” §2 a 中的性质 （ A ) 和 （ B ) 成立，它恰好如同在买人期 
权和卖出期权的情形下一样进行.（详情参见 [444].) 我们现在引入另一种基于“鞅” 
设想的证明（比较 §2 a 中的第5点和 [32]). 


第二个 证明. 为简单起见，我们将假定 a = 0. (关于 a ^ 0的一般情形，参见 


[32].) 


记 
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M t = e~ xt ^ t h(^ t ), (43) 

并定义函数1，使得关于测度 P ， 过程 M = ( M t )^ o 为局部鞅. 

对 e ~ xti t / jth (^ t ) 应用 It 6 公式，我们求得 

d (e_ A ViW^)) = e~ xt/ ip t [A t dt B t (-adW t + dip t )\, (44) 

其中 

♦ 

A t = -(A + r)h(^ t ) + (a 2 - r) 灿’⑹ + 臺 aW( 办)， (45) 

B t = hD + . (46) 

由 （44) 可见，为使过程 M = ( Mt ) t ^ o 为局部軟，函数 /i = WO , 咎 > 1，完全由下列 
问题的解来 确定： 

〃⑼ + (a 2 — r^h^tp) - (A + r)h(i)) =0 ，分 > 1 ， (47) 

其中边界条件为 

/i'(l+) + /i(l+) = 0. (48) 

把方程 （47) 改写为下列 形式： 

分 2 /i 〃 ⑼ + 2 (1 - ^) 袖 ’⑼ - 2 (^ ： )=0 ， (49) 

我们将求出这个方程的形为 h (^) = ^ 的解.于是为了确定： r ， 我们得到二次方程 

x 2 + x(l - 2r) - 2(A + r) = 0. (50) 

把这个方程与方程 （ 32) 相 比较： 

7 2 - 7 (工 + 2r) - 2A = 0. (51) 


我们察觉，如果令 7 = ^ + 1 ,那么方程 （ 51) 转换为方程（ 50 )，而这就是说，两个方程 
的根 A 和 7i 由关系式 ji = Xi^-l,i=l,2 相联系 . 

方程 （ 49) ( 对于 a 2 = 1 ) 的通解有形式为 


h{i)) = di^ 1 + da 少 X2 ， i)>l, 
WMh = /i( 妁，使得它满足性质 (48 ). 于是 



^2 


1 + Xi 


Xi — X2 




因此， 
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7 i ^ 72-1 ]. 


(52) 


根 7i < 0 , 72 > 1 以及= 0 当 0 = *0 时成立，其中矽由下列关系式来确定: 


^ 72-71 71 (72 ~ 1 ) 

72 ( 71 - 1 ) 


(53) 


比较 （53) 与（41)，我们察觉，量石恰好重合于由公式 （41) 确定的值石这时，在点 
^上函数 h(i；) 取其最小值. 

由(43)-(48)可见，对于所求的函数 /I = / I ⑼，过程 


M t 


— At 




是非负局部鞅，而这就是说，它是上鞅.因此，对于每个 t e 肌§°和咖 

Eie _Ar ^ r - Ei/i- 1 (^ r )M r < 巨仏一 1 (必 M t 

= h~ 1 (^)E 1 M r ^ h~ 1 ( / tp)EiM 0 = h^ 1 ^) 


_ 12 

72^ 71-1 


7 i _ 


72 


72 ^ 71 


7 i _ 

7! ^2 


如果咖 = 1，那么时刻 f = M{t 奶 正如上面所指出，以概率1有限 

( Pi(r < oo ) = 1), 并且对于这个时刻， 


Ei e - A ^r = t "一 H 妗)= h- 1 ^) (= &⑴)， 

它也证明了当咖=1时，时刻 f 在类中的最优性.（类似的设想对于任何 
分0 < $保持成立 .） 

我们转向原来的问题 （6) 和⑺.由（11)，假设 a = 0, 我们求得 


^■xe~^ r ^ T g T (S)I(r < oo) = xEe _Ar ^ r /(r < oo). (54) 

这里咖 = 1，并且这里正如上面所确立的，时刻？ = inf {(: 办 > 石}在下列含义下为 
最优停时： 


s ^> Ee~ Xr ip T I(r < oo ) = Ee~ x9 tp^I(r < oo ) = Ee~ x9 7p^ J (55) 

rem^ 

以及 

sup Ee~ XT ^ T I(r < oo) = Ee~ x9 ^. (56) 

rem°^ / 

因此，时刻 f 为问题⑺中的最优时刻. 

在上面对于证明性质 Pv，(f < oo ) = l 所运用的讨论，在分析过程（办)聊时， 
也可用来证明时刻 f 也关于测度 P 有限.这样，时刻 f 在原来的问题 （6) 和中 
最优. 
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3. 在扩散 （ 5, 的 - 股票市场中的美式期权.有限时间视 
野的情形 

§3 a . 关于有限时间区间上计算的特点 

1 . 在无限视野情形下，即当执行时刻在时间集合 [0, oo ) 中取值的情形下，经 
常能成功地完全描述美式期权的价格结构，以及对应的观察停止区域和观察延续区 
域.这样在第2节中所讨论的所有情形下，都能既求得价格 V *( x ), 又能求得相空间 
E = { x : x >0} 中的分隔观察停止区域和观察延续区域的边界点 x *. 

强调以下这点是重要的：由于几何布朗运动5 == ( St ) t ^ o 是齐次 Markov 过程， 
在执行时刻上没有 时间约 束是可行的，而这就是说，所考察的问题是 

椭圆型问题. 

当时间参数属于有界区间 [o,r] 时，局面立即大为复杂. 

在这一情形下，对应的最优停时问题变为“非齐次的”，而从解析视角来看，所涉 
及的问题变为 

抛物型问题. 

由于在对应的问题中取代边界点: r * 的已经是整值界面函数 f 
r ， 它在相空间 [o ， r) xE ^ 0 < i ^ T , x > 0 } 中分隔观察延续区域和观察停 

止区域.（比较第六章 §§5 b , c 中的图57和 59.) 

还应该强调，虽然连续时间情形的最优停止法则理论（参见例如专著 [441]) 给 
出问题求解的一般 方法， 其中大致能求出最优停时，尽管如此，并没有多少具体问题 
(包括与期权相联系的问题)，能成功给出对于价格等等的界面函数 V = x *{ t ) 的精 
确解析表达式. 

在实际中，其中包括计算实际交易的美式期权，通常采取（对于时间和/或相空 

间）离散化的方法，而比如界面函数和价格的近似值，照例用向前递推的方法来求得 
(参见第六章 §2 a ). 

当然，这并不排除求出精确解（或逼近解）的意义，与此相联系的是先要讨论某 
些相应的有限时间区间上的最优停止问题的理论问题，特别是讨论一种基于把这样 
■的问题归结为汾印⑽ 问题 （或者，正如常说的，偏微分方程的移动（自由） 边界 问题） 
的广为流传的方法. 

2 . 为确定起见，我们将考察§加中的关系式 （1) 和⑶所描述的（丑，*5)-市场， 
并且认为时间参数 t 属于 [0， r]，M = r , 并且偿付函数有下列 形式 ： / t = e ~ xt g ( S t ), 
其中 A > 0, Borel 函数 "( a :) ^ 0, x e E = (0, oo ). 


设 
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V ( T , x ) = B 0 E x 



Bt 


⑴ 


和 


口 (2» =现 sup E x # 


( 2 ) 


分别为欧式期权和美式期权的合理价格.在关系式 （1) 和 （2) 中，记号已表示按原 
来的测度（由于 ii = r , 它是鞅测度）在 S 。 = x 的假定下的均值. 


注.对于 V { T , x ) 的公式⑴的证明在第七章 §4 b 中已经给出.基于可选分解的 
公式 （2) 的证明，在思路上与离散时间的情形中一样（参见第六章 §2 c ). 与连续时间 
相联系的相应的证明参见例如 [281]. 


3. 对于 t 彡0和0；€五=(0, oo )， 令 


V ( t , x ) = E x e ’ g ( S t ) 


(3) 


和 

V *( t , x )= sup E x e ~^ T g ( S T ), ⑷ 

remi 

其中 /? = A 4- r , x = 5 o . 

在 ^ [0, T ] 的情形的讨论中，再引入下列函数是有 益的： 



Y ( t , x ) = V ( T - t , x ) 

⑻ 

和 

Y *( t , x ) = V *( T - t , x ), 

⑹ 

其中 T - t 扮演“剩余，， 

1 时间的角色. 


很明显， 

Y ( t , x ) = E t , x e -^ T -^ g ( S T ), 

⑺ 

以及 

Y ^{ t , x )= sup E t ^ e -^ T -^ g ( S T ) y 

_ 

⑻ 


其中 为在 S t = x 的假定下关于原来的（鞅)测度的均值，而为满足 
T 的停时 r = t ( oj ) ■的类. 

在布朗运动情形下，函数 F = V ( t , x ) 在第三章 §3 f 中（对于= 0) 考察过，它 
联系着 Cauchy 问题解的概率表示.同样的讨论（详情参见第三章 §3f 的第 5 点）指 
出，函数 V = V ( t , x ) (在它属于 C 1 ， 2 类的先验假定下） Mt>omxeE 满足方程 


—+/3V = LF, 


⑼ 
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其中 


_ 

Qt r *1 

LV ( t } x ) = rx — —— h -<7 2 x 2 

ox 2 

d 2 v 

dx 2 . 

(10) 

并有初值条件 

V (0, x ) = g ( x ). 


(11) 

由 （5)， ⑼和 （11) 得到，函数 Y = Y ( t , x ) 对于 

t<T 满足方程 





(12) 

其边界条件为 

Y ( T , x )= g ( x ). 


(13) 


我们记得，我们已经在 § lc 中遇到过基 本方程 （12)，它无非就是 Feyman - Kac 方 
程（第三章 §3 f ), 并且与 F . Black 和 M . Scholes 在 [44 j 中和 R . Merton 在 [346] 中 
为有 g ( x ) = ( o : - J 0+ 和 A = 0的标准欧式买人期权的合理价格 ( y ( T , x ) = Y (0, x )) 
定价时所应用的方法相联系. 

4. 现在转向求合理价格 V *( T , x ) = Y *(0, x ) 的问题. 

定义 

r 0 T = inf {0 ^ t ^ T : Y *( t , S t )^ g ( S t )} (14) 

Dj = {x e E : Y *{ t , x ) = g { x )}, (15) 

cj = { xeE : Y *( t , x ) > g ( x )}. (16) 


对于 s(t ， 我们有 Y*(s,x) = V*(T -s ， x)> V*(T — i ， x ) = Y^(t,x). 因此，对 
于 

D^CDjc Df, 

以及 

C 0 T 5 cj 3 cj. 

在亡 = T 的情形下，显然， = E 以及 = 0. 

相空间 [0， r ) x 五中的区域 

D T ^{(t,x):t£[0,T),xeDf} 

和 

C T = {{t,x) ： te[^T),xeCf} 
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分别称 为观察停止区域和观察延续区域. 它们与在 Markov 过程的最优停止的“典 
型”问题中的状况相联系，其中满足下式的时刻母是最优的（参见例如， [441] 中的 
第 III 章§4中的断言3和定理 6): 

E x e ~^ o g (< S T r ) = V ^ T , x ). (17) 

由于 

Tq = inf {0 ^ t ^ T : S t e Df }, (18) 

故集合 D T = (J ({0 x Df ) 就被理解 为停止 区域: 如果 （ f £ ) e D T ， 那么观察中断. 

t<T 

(“终端”集合 TxD ^^ TxE 自然也属于停止集合 .） 

区域 W 和在与函数 5 =分⑻的性质以及当然还有过程 S = ( S t ) t^ T 
质的依赖关系上可能有相当复杂的结构.例如，这些区域作为 [0, T ) xE 的集合可能 
是由多个停止“岛”构成 的多连通区域等等. 

在标准买人期权和卖出期权的情形下，其中分别有贞 a ) = (re - 70+和= 
(K - x )+， 区域 W 和是单连通的（参见后面的 §3 c ). 

对于这些期权， 停止区域的边界 8 D T 可表示为下列 形式： 

dD T = {( t , x):te [0, T),x = 

其中在买入期权情形下， 

x *( t ) = inf { xeE : Y *( t , x ) = ( x - 尺) + }， 

而在卖出期权情形下， 

♦ 

x ^{ t ) = sup {^ G ^: Y *{ t , x ) = (K — x ) + }. 

§3 b . 最 优停止问题和 Stephan 问题 

1. 由上节的叙述得到，为描述最优停时 Tf 以及观察延续区域和停止区域的结 
构，需要能够求出函数 V * = V *{ t , x ), 或者等价地求出函数 Y *( t t x ) = V *{ T - t , x ). 

在对于 Markov 过程的最优停止法则的一般理论中，可求出这些函数的各种 
特征. 

这样，例如已知（参见 [441]), 函数 y * = 是（非负 Borel) 函数 p =分⑷ 

的最小 /3- 超过优 函数.换句话说，在所有具有下列性质的函数 F = F ( t , x ) 4 1 ,函数 
V * = Y *( t , x ) 最小： 对于 0 彡 i 彡亡 + △彡 r ， 

e ~ 0 A T A F ( t , x ) ^ F ( t ， x )， xeE , ⑴ 

其中 T A F ( t ， x ) = E t , xF(t + A , 5 t + A ), x = S u 以及 


g(x) ^ F{t,x), x eE, O^t^T. 


⑺ 
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特别是，由这一特征得到， 

max{g(x),e^ ( 3 A TAY :¥ (t,x)} < Y*(t^x). ⑶ 

自然期待，对于小 A>0 和 i = 0，A， …，[: T/A]A , 函数“近似于”函数 

yi(t,x)= sup 6〆— 价 -~(S T ) ， ⑷ 

Temf(A) 

其中 mf ( A ) 为停时 t * 的集合，满足 r = = 0，V..，[：T/A ]，t $ 丁 （ T 以及 

{uj ： T ^ kA} e ^fcA(A),，&△(△)= a{uj ： Sa,S 2 a, --- ，爲么 }. 

由最优停止法则理论得到，上述关于这些函数对小 A > 0的“近似性”命题可 
有严格的陈述（参见 [441; 第III章， §2]). 同时，由于对于有 t = 0, A，... ， [T/A] △的 
Y ^( t , x ) 下列递推关系式 成立： 


Y ^( t , x ) = max{^(x), e _/3A E t ， x y^(t + A，&+△)} (5) 

(参见第六章 § 2 a 和 [ 44 1] 中的第 II 章 §4 中的离散 If 形)，故在 （5) 中的 Y *( t , x ) 充 
分光滑的假定下，根据 Taylor 公式，我们求得 


Y % t lX ) 




max^(x),(l -/3A) 




dY *( t , x ) 

~ Ft ~~ 


-^ LY *( t , x))A 


+ o(A) 


⑹ 


其中 


LY *( t , x ) 


rx —^ + \ a 2 x 2 

Jlj ^ 


d 2 Y ^{ t , x ) 
~~~ 


⑺ 


由 

方程 


⑹可见，其中 Y *{ t , x ) > g { x ), 即在观察延续区域中，尸= Y *( t , x ) 满足 


8 Y * 

dt 


+ = ly*. 


⑻ 


注 1. 方程⑻在外表上如同 §3a 中的 （12) 那样，由于下列原因，并不令人惊奇. 
假定,在类 anf 中存在最优时刻 r t T . 于是 


Y % t , x ) = E tiX e -^-^ g ( S T T ). 


由于 


故直观上可理解，如果点（^) e #，那么对于函数 y*(0) 和 Y ( t , x ) 的关于 t 和 rr 
的(逆）方程必定是一样的，因为相应的方程的系数是由同样的二维过程 、 u 、 SuU« T 
在 初始点 ( t , x ) 的邻域中的局部特征来确定的. w 
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注 2. 有广泛的文献讨论在观察延续区域内作用的对于 Y ^( t y x ) 的型为⑻的方 
程推导及其在期权理论中的应用：例如，专著 [266], [287], [441], [478] 以及论文剛， 
[66]， [134], [135], [179], [247], [265], [272], [340] , [363], [467]. 

2. 关于最优停止问题与 Stephan 问题之间的联系已经在第六章第5节考察二 
叉树 （ B ， 的-市场上的美式期权时说起过.在连续时间情形下，这种联系看来首先是 
在考察关于维纳过程的漂移的各种统计分析问题时，在统计序贯分析中讨论 ([349], 
[69], [300] , [440] ;也参见在 [116] 和 [441] 中的历史文献索引 .） 

在金融文献中，讨论 Stephan 问题或者自由边界问题的首批著作之一是 H. McK¬ 
ean 的论文 [340], 它献给美式权证的合理价格定价. 

3. 在数学物理中，汾印 / mri 问题是在研究与物质的相变相联系的物理过程时发 
生的 ([413], [463]). 例如，下列问题是所谓汾 ep / um 二相问题的最简单的例子. 

假设，已知“时间-状态”空间 E + x ^= t ^0 7 x >0 } 由下列二相所组 

成： 

= {( t , x ) : i ^ 0,0 < x < x ( t )}, 

以及 

C ( 2 ) = {(尤， x ): 0, x { t ) < x < oo }， 

其中 x = a ; ⑷， （ > 0,是某个相分叉边界，比如，静止水中的“冰 -7 jC ” 边界.假定， 
相位0 (《=1，2)中的每一个在时刻 f 和在截面 a 上的温度满足“各自的，，热传导 
方程 

du . d 2 u . t 

Cipi di = ki d^^ z = 1 ， 2 ， ⑼ 

其中（在热物理术语中） q 为适当的比热 ，內 为相密度 ，心 为热传导系数（参见例如， 
[335; 第5卷，324页 1). 

方程⑼在下列条件下讨论. • 

边界条件 u (0, t ) = Const , 

初值条件 0) = Const , 

以及例如， 

在相边界上的 条件: 对于 i > 0， 

w ( t ， x ( t -)) = u ( t , rc ( t +))， (10) 

— ( t , x ( t -)) = —( t , x ( t +)), (11) 


以及补充假定 o : ⑼ = 0. 
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在所陈述的条件下， Stephan 问题在于，求出描述相状态和分隔这两相的边界 z = 
x ( t ) (t > 0) 的温度变化的函数 w = u ( t , x ). 

4. 我们引 人数学物理中 的二相 Stephan 问题的例子，其中既强调它的一般性， 
又强调其不同于联系求最优停止法则中,尤其是联系美式期权中，所发生的 Stephan 
问题. 

上面已经注意到，在标准买入期权和卖出期权的情形下，也有二相形势，即在求 
出最优停时法则时，可限于只考察两个单连 通相： 观察延续区域这是 Y *( t , x ) 
的方程⑻起作用的区域，以及观察停止区域 D T , 这是 P = Y *( t , x ) 重合于函数 
g = g ( x ) 的区域. 

在下一节中将导入对于这两种期权的相应的 Stephan 问题的精确陈述，并定性 
描述相应的解= Y *( t , x ) 和 F = x *( t ). 

§3 c . 对于标准买入期权和标准卖出期权的 Stephan 问题 

1. 买入 期权. 我们将假定，（尽幻-市场由 §2 a 中的关系式 （1) 和 （2) 来描述，其 
中 M =厂，0彡 t 彡7 1 ,而（在时刻尤的）偿付函数有形式为 / t = e _ xt g ( S t )， 其中 A^O 
以及 〆 a ：) =卜 — 幻+， xGE = (0, oo ). 有关所考察的期权的基本结果如下. 

1) 这种期权的合 理价格 V *( T , x),x = S 0 , 正如在 §3 a 中所指出，由下列公式来 
确定： 

V *( T , x )= sup E x e ~^ g ( S T ), (1) 

其中 0 = A + r 以及 已为在冼 的假定下关于原来的（鞅）测度的均值. 

2) 对于 ie [0， r ] 和 are 五，设 

Y *( t , x )= sup Et ^ e -^-^ giSr ), (2) 

rernf 

其中为在 x = 氏的假定下关于（鞅）测度的均值. 

函数 y * = Y *( t , x ) 为函数 贞 x ) 的最小 /?- 超过优函数. （参见 §3 b 中的第1节 .) 

3) 合理价格为 

^(^^=^(0,0：), (3) 

购买者提交执行终止观察的合 理时刻 为时刻 

4 = inf {0 ^ t ^ T : Y *{ t , S t )= g ( S t )}， (4) 

或者等价的（在 § 3 a 中这一时刻也记为 7^) 


r^ = mf{0^t^T: (t, S t ) G D t U{(T,x): x € E}}. 


⑹ 
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4) 观察停止区域和观察延续区域 6^为 单连通区域， 并且有下列 结构： 

= U {( i ,^)： Y *( t , x ) = g ( x)} i ⑹ 

0^ t<T 

C T = |J {(亡，工)： y *( t , x ) > g ( x )}. ⑺ 

0^ t<T 

5) [0， r ) x 五上的函数 Y * = Y *( t , x ) 属于 C 1 ， 2 类. 

这时，固定 X e 五，函数 y *(.， z ) 对 i 不增; 对每个固定的 f e [0, T ), 函数 Y *( t r ) 
对 0： 不减 ，并且（下） 凸. 

6) 界面函数 X * =: C * ⑷在 [ o ， r ) 上不增,并且集合和对 6 < r 有下列 

形式： ‘ 

Cf = {x ^ E ： St < x *( t )}, 

Dj = { xeE : S t ’ 

当 f = 刃时,集合呀 = 0，而 = 五. 

如果 A = 0,那么 x ^( t ) = oo , t < T , 它对应对每个 t < T , 

Cf = E , Dj = 0 . 

换句话说，对于所有 t < T ， 观察应该延续，而与价格取值 无关; 这点是下列事实 
的推论:过程 ( e ~ rt ( S t ~ K )^ 0 为半鞅，而根据 Doob 停止定理，对于任何 T e OTf ， 

^ x e ~ rT { S T - K ) + ^ E x e ~ rT { S T - K ) + . 

对于离散时间情形，也有类似的结果成立 （ R _ Merton , [346])，它可用下列方式来 
解释（参见第六章 §5 b ): 标准美式买入期权与欧式期权 “重 合”. 

7) 函数 = Y *( t , x),te [0, T ], xeE 和界面函数 X * = : r * ⑷，0彡 t < T 为下 
列 “ 二相” Stephan 问题或自由边界问题 的解： 

在区域 c 71 = {( t y x )： x < x *( t),t e [ o , r )} 中， 

在区域 U {( r ， rr ): rc e 五}中， 

Y *( t , x ) = g { x )\ (9) 

在分隔“二相”的边界 ？ = x *( t ) (0^ t < T )±, 下列条件 满足： 

Y *( t , x *( t ))= 9 ( x *( t )) (10) 
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Neumann 

dY*{t,x) 
dx 

它经常称为光 滑粘合条件. 

我们来评述所叙述的结果，这些结果的证明详情参见 §3 b 第1点的最后所列举 
的著作. 

关于公式⑴的成立已经在 §3 a 中说起过.时刻泞的最优性由最优停止法则的 
一般理论得到（参见,例如， [441; 第 III 章， §3]). 关于函数 Y*(t,x) 的光滑性质和方 
程⑻的推导，参见例如， [247] , [363] 和 [467]. 

如果说条件 （10) 相当自然，那么 光滑粘合条件 （11) 的成立就不太明显.在 [200] 
和 [441; 第 III 章， §8] 中引人相当一般的条件，以保证在停止区域的边界上光滑粘合 
的条件满足. 

我们还记得，我们已经不止一次地遇到光滑粘合 条件： 在考察离散时间问题中 
的逼近（第六章中的第5节）时，以及在考察无限时间视野情形下的美式期权的情 
形时（在本章中的第2节). 

强调以下这点是有 益的： 如果说在上节的数学物理中的 Stephan 典型问题的 
讨论中，在 每一相 中都有“自己的”方程在起作用，那么在最优停止问题中，对于 
Y*(t,x) 的微分方程仅 在一相 （在观察延续区域）中发生，而在另一相（在停止区域 
中）所求函数 Y*{t,x) 重合于事先已知的函数 g(x). 

还要注意到，对于所考察的贞4 ^{ x - Ky 的情形，值 学 =1， 因为 

X*(t) >K,0^t<T. (后一不等式不难由下列性质 导出： 函数 y * = Y^{t,x) 为函数 
5 = 5( 工）的 /?- 超过优函数 •） 

关于 Stephan 问题(8)-(11 )的可解性以及边界函数⑷的性质，参见 
[467], [363] (以及关于这一著作的评论). 

2. 卖出期权 . 在这一情形 下， 〆 x ) = {K-x) + . 性质 1)-4) 仍然保持成立，而函 
数 仍然属于 C 1 ， 2 类. 对于每个固定的 x e 函数 y *(.， x ) 对 i 不增; 
对于每个固定的 f e [ o ， r )， 函数 Y *( v ) 对 a 不增和（下）凸. 

对任何 a 彡 0, 集合 cf 和 a t 对 （ < r 有下列形 式：. 

cj = {x: S t > x*(t )}， 

Df = {x: S t ^ 

当 t 时，集合 = 0 以及 乃石 = 五. 

界面函数 a :* = X * ⑷对 i 为不减 函数; 如果 A = 0, 那么 limx*(t)=K. 

对于和？⑷的 Stephan 问题可用类似的方式来陈述.这时,条件⑻， 


T ①•⑷ 


dg { x ) 

dx 


(ii) 


x\,x m (t) 
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⑼和 （ 10) 保持成立，而条件 （ 11) 对于 ck * < r 采取下列形式: 


其中 


dY^(t,x) 

dx 




d9(x) 

dx 


x\x*(x) 



a：trc*(t) 



因为 〆 a ) = (K - ar )+， 而 x *( t ) < K . 

关于函数和 x ^( t ) 的性质的补充信息可在专门研究标准美式买入期权 
的论文 [363] 中找到,那里还包含有关其他期权的广泛的文献. 


§3 d . 欧式期权和美式期权的价值之间的关系 

1 . 以前已经注意到，在实际中，遇到美式期权的机会比起欧式期权来要经常得 
多.然而，如果说对于后者有诸如⑵公式那样的出色结果，那么对于在有 
限时间视野中的问题的美式期权的计算来说，会遇到极大的解析困难，最终它与对 
应的 Stephan 问题的解的复杂性相联系. 

由 §3 a 中的公式⑴和（2)，很明显，价格 V *{ T , x ) ^ 当然，这也是完全 

自然的，因为根据美式合约的条件，有可能的不仅是等待（最终)执行时刻，并且还能 
选择这一时刻. 

在本节中，我们引人某些有关标准买入期权和卖出期权的价格联系的结果；对 
此，它们的偿付函数分别有形式 fir ㈤ = (x — iiQ + 和 〆 : r ) — (K — x ) + . 

我们将假定， A = 0. 从而， §3 a 中的公式 （1) 和 （2) 取下列 形式： 

V ( T , x )^ E x e ~ rT g ( S T ), (1) 

以及 

V *( T , x )= sup E x e -^(5 r ), (2) 

其中 ; r = * So . 

2 •在贞 a :) = ( x — K ) + 的情形下，即对于买人期权，求解价格 F ( r ， ar ) 和 
之间的关系式的问题是非常简单的.在这一情形下， 


V ( T , x ) = V *( T lX ), ⑶ 

以及时刻埒= r 在类97巧中是最优的（参见 §3 c ). 

注.我们强调，如果 A > 0,那么结果 （3) 就不成立，而这是由过程 ( e -(^) t (5 t - 
K )^ 0 对于 A > 0已经不再是下鞅所引起的（比较 §3 c ). 
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现在我们转向对于标准买人期权 (g(x) = (K- a:) + ) 的“缺陷”量 

A^(x) = V*(T,x)-V(T,x) ⑷ 

的问题，其中认为 A = 0,并记 x * = x * ⑷， 0< t < T ， 为对于最优停时泞的观察停 
止区域和观察延续区域之间的界面函数. 


定理. 在标准买入期权情形下， “ 缺陷”量 


A^(x)=rKE 


T 

x , e~ ru I(S u < x\u))du. 
o 



⑻ 


推论 1 • 设 P T 和 Pf 为欧式和美式买入期权的合理价格 （ P r = V{T,So ) 7 




y *( r ，5 0 )). 那么 




ru 


I(S U < x^(u))du 


Pt + rKEs 0 f e 

Jo 

Ke~ rT ^(-y-) - S(M-y + ) 

T 

+ rK I e— ru $(—2/_(w ， rc* (u)))du y 



o 


其中（比较 § lb 中的记号) 


So — / a 


2 


y± 


1 呤 + 7 V 土 T 


aVr 


以及 


y-(u,x^(u)) 


! S 0 丄 

ln ^ y +u 




(Jyfu 


证明.设 


Y(t,x) = E tfX e~ r ^g(S T ), 


以及 


Y\t,x)= sup E^ x e- r ^g(S r ) 

reml 


其中 g(x) = (K^x)^. 于是对于 


⑹ 


⑺ 


⑻ 


⑼ 


Af(x)=Y*(t i x)-Y(t,x), 


我们求得 


e 


~ rt Aj(x) = E t , x {e- rT "9 (S t t) - e~ rT g(S T )} 


其中 Tf 为问题⑼中的最优停时. 


( 10 ) 


( 11 ) 
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根据 ltd 公式（第三章 §5 c ) 

d(e~ ru (K- 5 U ) + ) = e~ ru d(K - S u ) + - re~ ru (K - S u ) + du, (12) 

而根据对于凸函数的 Ito - Meyer 公式（参见第七章 §4 a ; [395; 第 IV 章]; 也比较第三 
章 §5 c 中的 Tanaka 公式 (17)), 

d(K- S u )^ = -I(S U < K)dS u + ^L U (K), (13) 

其中 u 

L U (K) ^ limI(\S t -K\^ e)dt (14) 

为过程 S = ( S t ) t >0 对水平火在 [0 , 上度过的局部时间. 

由(11)-(13)我们求得， 

e~ rT Af (x) = 一 E t , x j:d (e~ ru (K- 5 U ) + ) 

= - E tiX f e ~ ru {- I ( S u < K ) dS u + \ dL u { K ) 


- r ( K - S U ) I { S U < K ) du } 
= E* jX f e ~ ru {- dL u ( K ) + I { S U < K ) 

Jtt 

x [ rS u du + aS u dW u + (rK — rS u ) du ]} 
= E t)X f e ~ ru { rKI ( S u < K ) du - dL u ( K )}. 

对于 i 令 


A t = f * e ~ ru { rKI ( S u < K ) du ~ dL u ( K )}. 

于是，由于 rf = r ，由 （15) 得到 

e - rt Af ( x )^ E t , x [ A T - A t ]. 

现在把為表示为下列 形式： 


(15) 


A t = A \ + A 2 tJ 

其中 

r T 

A \= f 1 e ~ ru I ( S u < x *( u )){ rKI ( S u < K ) du - dL u ( K )}， 

t T 

A 2 t = f t e ~ ru I ( S u > x *( u )){ rKI ( S u < K ) du - dL u { K )}, 
Jt 0 
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由于 x *{ u )< K 对于所有 u < T 成立，故 

t t 

A \= / ' e ~ ru I ( S u < x *( u))rKdu 
=rK [ e ~ ru I ( S u < x *( u )) du . 

Jo 

过程 W = ( AIUt 是可料下鞅，从而，根据第三章 §5 b 中的推论2,这一过 
程的补偿量重合于自身.略为复杂的分析（参见[13 4 ]， [135] 和 [363]) 指出，过程 
A 2 = ( A ^ t U T 的补偿量等于零.从而， 

e~ rt Af ( x ) = E ttX [ A T - A t } = E t ) X [ A ^ - A ]} 

= rKE t ， x L e ~ ru I ( S u < x *( u )) du , (16) 

因而，对于 A ^( x ), 公式 （5) 成立. 

最后，推论1中的公 式⑹由 § lb 中的对于 Pr 的 （5) 和公式 （18) 导出. 

定理和推论得证. 

推论 2. 函数 y *( t ，: r ) 和 f ⑷由下列关系式相 联系： 

Y *( t , x *( t )) =K — /⑴， t ^ T , (17) 

它可看作用来定义界面函数 x * = x *( t ) (t ^ T ) 的 积分关系式， 其中 x *( T ) 三 
lim x*(t). 

t-^T 、’ 

这里应该强调，其实，函数 Y *( t , x ) 也是未知的.在实际应用中，对于这一函数 
运用向后递推方法来计算的逼近 Y ^( t , x ) (参见§北中的第1点) •在 （19) 中把函数 
Y ^ t 7 x ) 替换为我们就得到函数 4 = x * A ( t ), t < T , 它可看作 o :* = x *( t ) 
( t ^ T ) 的逼近. 

4. 在扩散（及 P )- 债券市场中的欧式期权和美式期权 


§4 a . 关于债券市场中的期权定价的争论 

* ♦ 

1. 直到现在为止，我们只考察了（尽 S )- 股票市场上的期权.在现实的金融实务 
中，可能遇到各种各样的 期权： 例如，欧元期权，远期期权,外汇期权等等，甚至还有 
期权的期权.除了标准买人期权和卖出期权以外，它们的形形色色的组合也有交易. 
这时，许多可选的金融工具有着变化无端的结构，它们既由偿付函数来确定，也由参 
与期权合约组成的基本证券的类型来确定. 
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许多期权都属于“特种 （ exotic )” 期权类，它们的多种多样例如可从它们的英文 
名称中来设想: up - and-out put (破顶卖出期权), up - and-in put (保顶卖出期权)， down - 
and-out call (破底买人期权)， down - and-in call (保底买入期权 )， barrier option (障碍 
期权 )， Bermuda option (百慕大期权 )， Rainbow option (虹式期权 )， Russian option 
(俄国期权), knock-out option (敲出期权 ), digital option (数字化期权)， all - or-nothing 
(全有全无期权)， one-touch all - or-nothing ( 一 触即发全有全无期权 )， supershares (绩 
优股期权）等等(参见 [232], [414], [415]). 

说起上述这些期权以及其他金融衍生工具的定价，应该注意到，其方法论，如同 
F. Black, M. Scholes 和 R. Merton ([44], [ 346 ])在 （丑， *9) -股票市场情形下所考察的模 

型中一样.这时，仍然有两种 途径： 鞅方法以及基于直接转化为 “ 基本方程，，的方法 
(比较 §§ lb , c ). 

2 . 下面的叙述将有关把（5, S )- 市场替换为（5, P )- 市场的情形下的标准欧式 
和美式期权的定价，这里 （ B ， P )- 市场由银行账户 B = ( B t ) t ( T 和一种债券所构成 
的市场，其中债券的到期时间 r 的结构由满足条件 p ( r , T ) = 1的（正）过程 p = 
( P ( t , r))^ T 来描述. 

对应于第三章 § 4 a 和第七章 §5 a 中的叙述，我们在描述（5, P )- 市场时,将采用 
间接方法，认为银行账户5 = ( BtUr 的演变 如下： 

B t = Bq exp 

其中 r = ( r ( t )) t ^ T 为某个利率随机过程. 

至于债券价格过程 P = ( P ( f , T ))^ r 的动态变化，我们将假定，关于 
(多 t )% T ) 上的原来的测度，折现价格 

= t^T ( 2 ) 

形成鞅 • 

根据第七章 §5 a 中的定理1，我们有 

P ( f , T ) = E (exp (-乂 r ( s ) ds ) 多 ；) ， ⑶ 

而由同样的第七章 § 5 a 中的定理 2 , 所 考察的 （ S ， P )- 市场 是无套利市场 （比如，按 
7 VA +- 文本). 

3 .由⑴和⑶可见，在 （ S ， P )- 市场上过程（战) tcr 和 ( P ( t , T ))^ r 本质上依 
赖于过程 r * = ( r ⑴)的结构. 、 



第八章随机金融模型中的定价理论.连续时间 


我们关于这一过程的基本假定将在于,这是扩散 Gauss - Markov 过程，它由下歹 ! J 


随机微分方程描述: 


dr ( t ) = ( a ⑷一 /3( t ) r ( t))dt + ^{ t ) dW t , 


⑷ 


并由维纳过程 ( Wt )^ r 生成，以及其(非随机)初值条件为 r (0) = r 0 _ 函数 a ( t ), /?⑷， 
7(0 被假定为确定性的，并且 



(| a ⑷ | + \(3( t )\-\- j 2 ( t))dt < 00 . 


在这些假定下，方程 （4) 有且仅有唯一（强）解 


r ( t ) = g ( t ) | r 0 -h J 




ds + 


l 


dW 8 


其中 


9( t ) = exp 




/3( s)ds 


为下列方程的基本解 


t 


9( t ) = 1- / 队 s ) g ( s、ds 

Jo 


⑻ 


⑹ 


⑺ 


⑻ 


注 1. 根据第三章§如中的叙述，模型⑷无非就是迅模型，其他的 
如 Mer^n 模型，加记以模型，％ -Lee 模型都是它的特殊情形（参见在所指出的 §4 a 中 
的公式（14)，（7)， （8) 和 (12)). 

4. 由过程 r = ( r ⑷)的 Markov 性得到， 


P ( i ? T ) = E exp 


(-/ 


r ( s)ds I r ( t ) 


⑼ 


记 I ( t , T ) = f t T r ( s ) ds . 于是由⑹不难求得， 





9{u) 

9(t) 


du + 


r [/ 


9{u) 

9(s) 


a ( s)ds du 


( 10 ) 






3 


咖) 

9(s) 


2 


j ( s)du ds . 


(ii) 


因此，由 （ 3 ) 得到，对于 


P ( f ， r 卜 E[exp (- I { t , T ))\ r ( t )}= exp [ - D ( I ( t , T )\ r ( t )) ~ E (/( i , T ) | r ( i ))), 
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下列表示式成立: 
其中 


P ( t , T )= exp ⑽， r ) - r (轉， r ))， 


A ( t , T ) 


2 



T 





t 


T 



T 


8 


9{y) 

9{s) 


j ( s)du 


2 


ds — 



T 



9(u) 

9( s ) 


a ( s)ds 




t 


9{y) 

夕⑷ 


du . 


( 12 ) 


(13) 

(14) 


注 2. 按照第三章 §4 c 的术语，价格 P ( t , T ) 表示为 （12) 形式的模型称为单因子 
仿射模型.所作出的过程 r 为 Gauss-Markov 过程的补充假定，使得有可 

能对于这样的经常被称为单因子高斯模型的模型，对于在所考察的 （ B ， P )- 市场上的 
标准欧式和美式期权，相当详细地引入对应的定价计算.下面的 §§4 b , c 就是讨论这 
些问题的. 


注 3. 关于各种描述债券价格动态变化的模型与经验数据的协调，参见例如， 
[257]. 


§4 b . 单因子高斯模型中的欧式期权定价 

1 . 我们将假定，所考察的由银行账户和债券所组成的（尽尸)-市场模型，完全由 
单个因子来确定；这一因子就是利率 r = 它是 Gauss-Markov 过程，满足 

§4 a 中的随机微分方程⑷，并且有（非随机的）初值条件 r (0) = r 0 . 

设 T Q 为某个时刻 （ r G < r )， 它可看作欧式期权的执行时刻，在买人期权的情 

形下有偿付函数为 / t 。 = 而在卖出期权的情形下有偿付函数为 

f T o = ( K - P ( T 0 , T ))+. 

定理 . 在所考察的 （ S ， P )- 市场的单因子高斯模型中，标准买入期权的合理价格 
C °( T °, r ) 由下列公式来 确定： 


c°(r°,T) = p(o ， r)$(d+) - KP(o,T°)^(d-) 


其中 


d ± = 


ln / p ( ( Q q, ro) ^ l^(T°,T)B 2 (T^T) 

cr(T°,r)B(T°,T) 


B { T °, T ) 



9{ y ) 

9{ T °) 


du^ 




咖) 

9( s ) 


^ y ( s)du 



1/2 


⑴ 


⑺ 



⑷ 
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g { u ) = exp 



标准卖出期权的合理价格 P G (: T g ， T ) 由下列公式来 确定: 


⑻ 


p°(t°,t) = 冗 p(o ， r°) 屯 (― d_) — p(o ， r)$(-d+) (6) 


在证明公式 （1) 和 （6) 以前,我们注意到，它们非常类似于股票情形下的合理价 
格 C ( r ) 和 P ( T ) 的公式（参见 § lb 中的⑼和 （18)). 

这种类似并不令人惊奇，因为对于所考察的价格 P ( t , T ) 的模型,也如同 Black - 
Merton - Scholes 模型中的价格—样， 有对数正态 结构： 

lnP ( t J T ) = A ( t i T )- r ( t ) B ( t i T) i 

其中 ( r ( t ) U T 为髙斯过程， 


In 


S t 

So 





以及 ( W t ) t ^ T 为维纳过程，而这就是说，它也是高斯过程. 

或许，较为令人惊奇的是，从1973年 Black-Scholes 公式发表以来，过了许多 
年，直到1989年，才有 F . Jamshidian 的论文 [256] 发表，其中对于 Vasicek 模型 
( a ( t ) = a , (3( t ) = 7 ( t ) = 7 ；参见 § 4 a 中的⑷和第三章 §4 a 中的⑻）得到公式 

⑴和⑹.下面引人的证明基本上来自著作 [257]. 


2. 根据无套利完全市场上的定价理论（参见第七章中的第5节)，以及假定在 
( n , 多 ， (^T - 上的原来的测度是鞅测度，令 


我们求得 



C °( T °, T ) = ER ( T °)( P ( T °, T ) - K ) + 

=E (7( P ( T °, T ) > K ) R ( T °)( P ( T °, T )- K )) 
=E (/( P ( T ° 5 T ) > K ) R ( T °) P ( T °, T )) 

- KE (7( P ( T °, T ) > K ) R ( T 0 )). 


很明显，事件 


⑺ 


⑻ 


{ P ( T °, T ) > K } = {A(r 0 ， r) - r ( T °) B ( T °, T ) > ln ^：} 

= { r ( T °)^ r *}, ⑼ 



其中 
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r 


本 


\nK-A(T°,T) 

——j^( 〒 0 ， ry ， 


以及 A(t,T), 由 § 4 a 中的公式 （ I 3 ) 和 （ I 4 ) 来确定 . 

设 

rT pT ° 

^ = r(T°) } 7] = r(u)du y C= r(u)du 

Jo Jo 

那么由⑻和⑼我们求得 


( 10 ) 


C°(r°,T) = E(/(^^ r*)e~^)-KE(l(^ r*)e~^). 


( 11 ) 


为进一步简化这一公式，下列可通过直接计算来确立的断言（参见 [257 ; 引理 
4.2]) 是有用的 . 


引理 • 设 (X,T) 为高斯随机变量对，其均值向量为 (fix, fir ), 协方差矩阵为 


2 


GX，PXY 
PXY, CFy 


. 那么 


E/(X ^ x) exp(-y) = exp ( - ) 伞 ㈤ 


( 12 ) 


以及 


EI(X ^x)Xexp(-Y) 


ex P ( 2 a y — ) . {(Mx - Pxy)^(x) - ax^p{x )}, 


(13) 


其中 


x 


x — (fix — Pxy) 


crx 


P ⑻ 


V 27 T 


e 


-x 2 /2 


^( x ) 



x 


( p{y)dy 


考虑到 § 4 a 中的公式⑹， （ 10) 和（ 11 )，不难算得 




Er(T°) = g(T°) r 0 + 



了 0 


o P ⑷ 


a(s)ds ] , 


^ r \ 


T fT t T 

E / r(u)du = ro g(u)du -f- 

Jo JO 



0 



MC 


E 



^rO 


r(u)du = ro 


0 



^i 0 


g(u)du + 


o 



U 9 M 

Jo g(s) 

T °- U gju ) 
0 [Jo 9(s) 


a(s)ds 


du 、 


a(s)ds 


du 


以及 
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4 


Dr(T°) = f T 7 2 ⑷ 

Jo 

f T f T 

D / r(u)du = / 

Jo Jo 


g(T°) 

9(s) 


dSy 



s 


鬻 7( 咖 


ds 


= D f r(u)du = f 

Jo Jo 


t° r at° 



咖) 

9(s) 


r ){s)du ds 、 




Cov 


(，)，/ 




r(u)du 


CL f 裁+， 


p^ v = Cov ( r(T°),y r(u)du 


Cov 


作 C + 


由 （11) 和 （12) 我们求得 


(哬。)，乂 


fjiO 


r(u)du ] + Cov [ r 


( t % r 

Jt° 


r(u)du 


9{ u ) 

9( T q ) 


du. 


C°(T°,T) = E(/(e^ r*)e^) - KE (/(^ < r*)e~^) 

—— ❾ _ 今, ’- (埒-細)、 


exp 


^ GXP 2 


a \ ~ mc ) 


^ / 
r * - - P^c 




(14) 


由此代入上面引入的和作 c 
(参见 [257; 附录 4 b ]) 就导致所要求的公式 （1). 

公式⑹直接由⑴得到，其中只需考虑 


的值，经过某些代数变换 


(K- P(T°,r))+ = (P(T°,T)- K)^- P(T°,T)~hK. 

(例如与第六章 §4 d 中的公式⑼的推导相比较 
定理得证. 

3. 由公式⑹得到，合理价格 P 0 CT 0 ， r ) 由“ 初始” 价格 P(0,T o ), P(0,T) 7 常数 
K 和量 a(T°,T)S(T 0 ,T) 来确定,后者自身是由当: T 。 彡 S < r 时的系数/?⑷， 7 ⑷ 
来确定. 



. 在扩散债券市场中的欧式期权和美式期权 


• 757 • 


在 Vasicek 模型的情形下， 0( s ) 三 s ， 7 ⑷三7,并不难求得 

<，寧 ( r 0 , r ) = ^(i — e ”） 0 _ e - 2〆 )) / . 

初始价格和 P (0， r ) 在这一情形下，由下列公式（参见 §4 a 中的 (12)) 确定: 


P ( O y t ) = exp { A (0, t ) - r o B ( 0 , t )}, 


其中 

A ( 0 , t ) = ^[1 - m 

$ 

§4 c . 单因子高斯模型中的美式期权定价 

1. 我们继续考察单因子高斯 （ S ， P > 模型,对此在 §4 b “单因子高斯模型中的欧 
式期权定价”中引人了对于 cGcz ^ r ) 和 p °( T °, T ) 的 公式； 我们将记 c *( r G ， r ) 和 
p *( t g ，: r ) 为相应的美式（买入和卖出）期权的合理价格.这时假定，执行时刻属于类 

9 EJl ^° = {r = t ( oj ) : 0 < t(cj) < T°,cv e fi }. 

所考察的 （ S ，： P )- 市场既是无套利的，又是完 全的； 而对应于类似模型中的定价 
一 般理论（参见第六章第2节和第七章第5节)， 

C *( T °, T )— sup E exp f — f r ( w ) dw ) ( P ( r ， r ) — _ ftr ) + ， (1) 

Tem^° V *^0 / 

以及 r 

P *( T °, T )= sup Eexp (— f r ( u)dw j (K — P ( t , T )) + . (2) 

rem^° \ Jo J 

由于 

P ( r , T ) = exp (^ l ( r , T ) - r ( r )5( r , T )), ⑶ 

故我们看到，问题⑴和⑺属于标准的对于 Markov 过程 r = ( r ( t)) t ^ T 和非负函 
数 G ( t ， r ; r ( r )) 的最优停止问题 ' 





Eexp 



G(r,r ； r(r)r, 


其求解的一般理论已经发展得足够成熟（参见例如， [441]). 
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2. 有关求解量 c*(r G ，r) 的问题非常 简单. 事实上，正如在（丑， s)- 市场上的标 


准买入期权的情形下，过程 


exp 


(~1 


t 


r ( u)du ( P ( t , T )- K ) 


t<T 


为下鞅，而这就是说，根据第六章 §5 b 中的 Doob 停止定理， C *( T °, r ) = C °( T °, r ) 
以及在 §3 b 中把它解释为所考察的“美式买人期权是欧式期 权”. 


转向求价格 P *( T °, T ), 我们引入量 

= sup E*, r exp 


refXfl 


(■/ 


r { u)du G ( r , T ] r ( r )), 


(5) 


其中 E *， r 为在 = r 的假定下的均值，为满足 t 的停时 T ：= T ( o ;) 

的类，以及 

G(t ， r; r(t)) = (K- P(t, r))+ = expiA^T)- r(t)B(t, T))) + , 

其中函数 A ( f ， T ) 和 S ( i ， r ) 由 § 4 a 中的公式 （ I 3 ) 和（1句来确定. 

记 

C T = {(t,r): Y*{t,r)>G{t, T;r),0 ^ t ^ T,r > 0} 


D T = {( t , r ): Y *( t , r ) = G { t , T ; r ),0 ^ t < T,r > 0}. 

基于价格 Y *( t , r ) 作为函数 G ( t ， r ; r ) 的最小超过优函数的特征性质(参见 [340] 
[363] , [ Ml ; 第 III 章]，[467]，[478])，可以指出，存在连续界面函数 r ** = r *( t ), t < T ° 
使得区域 C T 和(观察延续区域和观察停止区域）有下列 形式： 

C T = {( i , r ): r ( t ) < r * ⑷， 0 彡 t < T，r > 0} 


D T = {( t , r ): r ( t ) ^ r *( t ), 0< t < T , r >0}. 
这时， r * = Y *( t , r ) 和界面函数 r * = r *( t ) 为下列 Stephan 问题的解 


9Y ^ V) + r ) - rY% ti r ) = 0, ( t , r ) e C T 


其中 




在区域 D 71 中， 


Y*(t,r) = G(t,T;r), 


⑹ 
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而在 dD T 上满足 光滑粘合条件 

dY*(t y r) 

dr 


rfr*(t) 


dGjt^r) 

dr 


r 丄 r * ⑷ 


⑺ 


这一问题的精确解析解未知（不过，正如在（尽的-模型中 那样; 参见 §3 c ). 同时， 
考虑到在实际中美式期权的广泛流传,人们希望，对于美式期权的价格 F ^ T ^ T ) 比 
欧式期权的价格 P °( T °, T ) 大多少，怎样了解界面函数 P = r*(t) (t < T °) 本身，都 
能有一定的设想. 

在所考察的.(尽卩)-市场情形下，利用类似于 §3 d 中对于建立在（5,习-市场上的 
欧式期权和美式期权价格之间的联系所运用的讨论，就导致下列结果（比较 §3 d 中 
的 (19)): 对于 0<t<T 0 , 


Y*(t,r)=Y°(t,r)^K 

其中 




r(s)I (r(s) ^ r*(s)) } 办， (8) 


rj-fO 

Y°(t,r) = Et, r exp ( - / r ㈦ 叫（仄 — P ( r 0 , r )) 

t 

jjiO 


+ 



E t , r exp - / r(u)du (K - exp (A(T°,T)- r(T°)B(T°, T))) . (9) 


t 


运用 § 4 b 中的公式 （ l 2 ) 和 （ l ' 3 ) 以及在那里所求得的对于量柃， w 的值，经 
过不太复杂的代数变换，我们 得到： 对于0 < £ < r G ， 


F *( t ， r ) = r °( t , r ) 



P ( t ， s ) {$ s)) f(t, s) + a(t, s)if ( 〆 ([ s ))} 心， 


( 10 ) 


其中 


(r 2 (t,s) = D(r(s) I r(t) = r), 


f { t , s )= 


—基 lnP ( t ， S )， 

r*(s)-f(t, s) 
a ( i ， s ) 


(公式⑻和 （10) 的推导细节参见 [257].) 
特别是，由于 


P*(T o ，： T)= ： F*(0 ， r o ) 以及 F 0 (T 0 ,T) = Y°(0 7 r 0 ), 





• 760 - 


第八章随机金融模型中的定价理论.连续时间 


故 


p*(r G ， r) 

+ K f P(0, s) {$ (-1/^(0, s)) /(0, s) + a(0, s)ip (〆(() ， s))} 

Jo 

作为结束，我们注意到，公式 （ 10) 使得至少有可能（向后递推)，既得到价格 
P*(T°,T) 的近似值，也得到界面函数 r* = r* ⑴幼 < T 0 ) 的近似值 . 

关于美式期权的各种数值计算方法 ( 包括 “ 带分红的情形 ” ）参见例如， [ 2 8] ， [ 圳， 
[56], [57], [179], [257], [376], [478j 和 [479]. 
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Pay off, 偿付， 502, 631, 675 
Portfolio , 组合 

investment, 投资， 387, 608 
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Self-financing, 自融资， 388, 614 
Semimartingale , 半鞅 

locally square integrable , 局部平方可 
积 ， 640 

special, 特殊， 640, 654 
Shares (stock), 股票 ，385 
Spread, 价差， 581, 582 
Statistical sequential analysis , 统计序贯分 

析 ， 743 
Stochastic , 随机 


differential ， 微分 ， 437 
partial differential equation , 偏微分方 
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Transition operator, 转移算子， 516, 584 
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证券投资组合的资本 ， 387, 608, 
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